Roé6znice kwadratéw w réwnaniach diofantycznych

Kacik Poczatkujacego Olimpijczyka
ukazuje si¢ juz przez 10% czasu istnienia
Delty. Z tej okazji Redakcja zyczy jego
Autorowi przekroczenia 50%!

v = uqnp T = u :zpammodpQ

7>

alep § ompow elousnISuoy NIURUMOI
wisnIp A\ ‘emojserwydAieu s g ‘1) = v
n{pedAzid {p 2gorshzied ezsnwudAm

g o[npow artueme)sfzid ¢ £ D B[P 1OSOUMOI
fozsmiord )\ (0 =P = D) .,z =T+ o8 ANl
(0=92=4) ,¢ =1+ ,¢ ptis Awomwkz110
‘p 1 q Tureqzot] z 3sal aruqopod

‘NIsz eumol 2Aq 1snuw o ‘v qzoI[ Z

eupol [oruwleudzig 6,20 = T+ (900
oruRUMOI Wwojez AWeRN “,G,¢ =T + U
OMOY)RPOP niuepez A\ "q I » yoAuwaslnaru
YoKjimojed qzol] yoAumad ep qGoC = U
ApPS ‘Apoym ON[A) T Apaim oujdIsaIzp
9103IUTMZOI SUOZOUONS B % Jowre 9
‘TT = 4 91uzZd9jeISO

T = (408 + w€)(408 — w€)

12s0umoI [omr[zowaru op 1zpemord

00 ‘o1sAzred 9sol u oz ‘AwalnzexAm

L ompow orzijeue od 03 ‘T— = .6 — ,,0T
1ser ‘61 zozid 3IS [[o1Zp BUOI)S

ema oq ‘emrjzowsortu 3sol ‘6 =T — ,,0T
SIUZEMOUMOT ‘T = 6 — ,,0C P$0UMOY

‘T =4 qn[ IT = 4 92 ‘0893 Z BIUAA

(01 pow) TF =4 7010 4} (1 = u = w)
1T > 4 oz ‘ousel gsop -ezslfotuuwileu

o1zpdq |6 — ,0T| = 4 PIAN G
‘omopIepuer)s

Awofnddysod (o1ep 1 (€ — T)(4€ + Z) = T
or)sod stueumor Awrewr Apaim — 9sAzied
1sol w oz ‘OezesAm eremzod 0o ‘T 1

0 s § o[npowr TWAMOJRIPDRMY] TUIR)ZSIY
'z € u Awrepepiez [srep — T = u 94q
azowr o1u 231m ‘g zozid erus[aIzp z T qnj O
d9zsox olep [oupeinyeu Aqzol| jeipemy] ‘j
-orzpepiAzid

wAuozo094zid m el stuqopod
Awofnddysod 1 (s,Z — z)(qg +2) = 48
oejsod arueumor Apaim Aurejy ‘o)sAzred
1sol = oz ‘Q1zpieimis 09 eremzod — F 1 1 Q
s g o[npowr TWIAMO)RIpRMY TWIR)ZSIY ¢
T = u elp o¥[43 pslez

9ZOW J$0UMOI i £ 0 —p & (Iiua + 4+
T Pt _uP)P—P) = 2 — WP =20
oz ‘exyrudm 089y 7 'p ‘0 } g zero

ozsmIold orupd[Szm s p 19 Aqzor] 'p 19
yorujepop yoAyrmoxyes qzorp yoAumad e[p
WP =T+q1,2=T=q 0z ‘equim 080y 7
T=(T+9am= (1 —q‘T+qann
©SOpPIPNH

wowjA108[e z oTupo8z 2dm ‘eysAzred jsof
q eqzor] (T +9)(T — q) = ,» nIuERUMOI
SuZEMOUMOT 983[  q = [ + D dIURUMQY T
‘Dilomp rwesdjod &s T4 v 1

T — 0 £qzoy] 981m (T +2)(1 — D) = ,¢
APOIM T+ & = ;P UOIN T

Uepez op MOzZe SN\

Bartlomiej BZDEGA

Do klasyki réwnan diofantycznych nalezy nastepujace

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Zadanie. Wyznaczy¢ wszystkie trojki (a, b, ¢) liczb catkowitych dodatnich spelniajace
réwnoéé 3% 4 4% = 5°.

Tu od razu widaé, ze 4° = (2°)? jest kwadratem liczby naturalnej. Chcieliby$my
uzasadnié, ze 5° réwniez jest kwadratem. Wtedy po przeniesieniu 4° na prawg, strone
otrzymaliby$my réznice kwadratéw réowng 3%, czyli iloczyn sumy i réznicy, co jest
mozliwe tylko wtedy, gdy oba czynniki sa potegami trojki.

Pamietamy, ze réwno$é mozemy zastapi¢ dowolna kongruencja (ale nie na odwrét!).
Narzuca sie kongruencja modulo 4 lub modulo 3 (bo wtedy znika 4° lub 3%). Pierwsza
z nich pozwala wykazaé, ze a jest parzyste:

(-1)"=3"=344"=5°=1°=1 (mod 4).
To by¢ moze przyda sie potem. Druga na poczatku sprawdza sie zdecydowanie lepiej:

1=1"=4"=3"+4"=5°=(-1)° (mod 3).
Wynika z niej, ze ¢ = 2d dla pewnej liczby catkowitej dodatniej d, a zatem

39 _ e _gb — (5d)2 _ (2b)2 _ (5d n 2b)(5d _ 21)).
7 tego wnioskujemy, ze
5¢p2b =31, 5% _2b =32
przy czym liczby ai i a2 sa calkowite nieujemne oraz a1 + a2 = a i a1 > az. Teraz
dobrym pomystem jest dodanie i odjecie stronami tych dwu réwnosci. Dostaniemy:
2.5% = 3% 4392 = 392(3717%2 4 1),
2T =2.2" = 3% 3% =3°2(3"1 72 _ 1),

Kazda nich pozwala wywnioskowaé, ze az = 0 (bo lewa strona nie dzieli sie przez 3), wiec
a1 = a. Dalej popracujemy z drugg z nich, ktéra witasnie przybrala postaé ob+l — 30 _q,
Tu warto sobie przypomnieé, ze a jest parzyste. Niech a = 2f. Otrzymujemy:

P =3 1= -12=@3" + 13" -1).
Liczby 3/ 4+ 11 3/ — 1 sg zatem potegami dwéjki o wyktadnikach catkowitych
nieujemnych. Réznica tych liczb wynosi 2, a jest tylko jedna para poteg dwdjki o tej
wlasnosci: 4 i 2.
Teraz wystarczy zebraé¢ zniwo tych rozwazan. Mamy oczywiscie f =1, wieca=21ib=2.
Po bezposrednim podstawieniu do réwnania otrzymamy ¢ = 2. Nic dziwnego, bo przeciez
3, 4, 5 to nasza ulubiona trdjka pitagorejska. Poza rozwiagzaniem (2,2,2) nie ma zadnych
innych.

Zakoncze dwiema uwagami. Po pierwsze — skad wiadomo, jakie kongruencje beda
dziala¢? Odpowiedz brzmi: zazwyczaj nie wiadomo i trzeba stosowaé¢ metode préb
i bledow. Sg jednak pewne poszlaki. Gdy mamy w rownaniu potege z konkretng,
podstawa i niewiadoma w wyktadniku, to mozna sprébowa¢ modulo podstawa, ale
takze podstawa £1. Na pewno warto prébowaé réznych kongruencji i notowac, co
mozna dzigki nim wykazac.

I po drugie — w roku 1844 Eugeéne Charles Catalan postawit hipoteze, ze 81 9 to
jedyna para kolejnych liczb naturalnych, ktére sa pelnymi potegami (liczbami

postaci a”, w ktérej a,n > 1 sa naturalne). Przypuszczenie to udowodnil Preda
Mihailescu w roku 2002. Dowdéd jest dosé¢ zmudny i wymaga zaawansowanych narzedzi
matematycznych. Zachecamy Czytelnika, by na czas rozwigzywania zadan z niniejszego
kacika zapomnial o istnieniu tego twierdzenia.

Zadania

1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych 2" + 1 jest kwadratem liczby
naturalnej.

2. Niech a > 1 bedzie liczba naturalng nieparzysta, a n liczba catkowita dodatnia.
Dowiesé, ze jesli a™ + 1 jest kwadratem liczby naturalnej, to n = 1.

3. Znalezé wszystkie takie pary (z,y) liczb catkowitych dodatnich, ze liczba 2% + 5Y jest
kwadratem liczby calkowitej. (63 OM, I etap)

4. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich (m,n), dla ktérych 2™ + 3™
jest kwadratem liczby naturalnej.

5. Wyznaczy¢ najmniejsza warto$¢ wyrazenia |20" — 9™| dla catkowitych dodatnich
liczb n i m. (64 OM, I etap)

6. Dla jakich liczb naturalnych n oba utamki:
dziesietne?
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