* Twoérca Delty, w latach 1974-2018 jej
redaktor naczelny

W tym tekscie wystepowaé beda
wielosciany majgce wszystkie krawedzie
réwnej dlugosci, niech to bedzie 1.
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Jeszcze o taliach
Marek KORDOS*

W znakomitym artykule O wieszaniu bombek na choince, A3, Krzysztof Rudnik
definiuje talie: talia jakiej$ bryly to najmniejszy okrag otaczajacy ja

i niedajacy si¢ z niej zsunaé. Kluczowymi bohaterami opowiesci sa foremne
antygraniastoshupy.

Antygraniastostup to bryla ograniczona przez dwa jednakowe wielokaty foremne
(podstawy) lezace w plaszezyznach réwnoleglych i nieco wzgledem siebie
obrocone, tak by mozna je bylo polaczyé¢ paskiem tréjkatow réwnoramiennych
(a nie, tak jak w graniastostupie, prostokatami), ktére tez antygraniastostup
ograniczaja. Antygraniastostup jest foremny, gdy tréjkaty maja wszystkie boki
tej samej dlugosci co jego podstawy. Obok narysowany jest 5-antygraniastostup
foremny. Jego talia to okrag opisany na przecieciu tego antygraniastostupa
plaszczyznag réwnolegla do jego podstaw i w tej samej od nich odleglosci —
przecieciem tym jest dziesieciokat foremny o boku (przy naszej przedstawionej

na marginesie umowie) 5.

Co wiecej — tak samo otrzymujemy talie dowolnego n-antygraniastostupa
foremnego: sa to okregi opisane na 2n-katach foremnych o boku % To $miata
teza i wypadaloby jej dowieé¢. Tym bardziej ze wszystkie przekroje danego
antygraniastostupa plaszczyznami réwnoleglymi do podstaw maja obwdd

tej samej dlugosci. Czemu wiec obrecz nalozona na ,$rodkowy” przekrdj nie
mialaby sie zsunaé?

Argumentem uzasadniajacym ten fakt jest

spostrzezenie, ze sposréd otrzymanych w przecieciach

wielokatéw najmniejszy okrag opisany ma ten, ktory

ma boki jednakowej dtugosci. Mitosnicy rachunkéw

zapewne potrafia to obliczy¢, ale my obejrzymy to

dla 3-antygraniastostupa, czyli (prawda?) o$mioscianu

foremnego, gdzie talia jest szeSciokatem (przy wigkszej

liczbie bokéw réznica miedzy wielokatem foremnym Crzarne obwody sa réwne
a okregiem jest malo widoczna).

Zwréémy jeszeze uwage na fakt, ze antygraniastostup lezy w catosci po jednej
stronie plaszczyzny kazdego ograniczajacego go wielokata, wiec (jako przeciecie
pélprzestrzeni) jest wypukly. Moze zatem dziwié, ze bryta wypukla ma talie,
choé. .. (ale o tym potem).

Autor wspomnianego na poczatku artykutu zaleca wklejanie paska trojkatow
réwnobocznych w rozcieta wzdluz réwnika kulista bombke, by zyskiwata tym
sposobem talie, za ktora mozna by ja wiesza¢ na choince. Mnie jednak to sie
nie udawalo — szklane bombki nie chcialy wspolpracowaé, wiec przyjrzalem sie
innym doskonatosciom: wieloécianom foremnym, zwanym tez platonskimi.

Jeden z nich to wymieniony juz oSmioscian foremny. Dzieki swoim symetriom
ma on cztery talie, a nie jedna, jak wiekszo$é antygraniastostupéw. Inne bryly
foremne juz antygraniastostupami nie sg. Ale $mialo uogdlniajac, mozemy
rozwazy¢ 2—antygraniastostup foremny: jego podstawy wygladaja jak odcinki,
a roéznia sie od odcinkéw tym, ze sa ,podwdjne” — maja prawy bok i lewy bok.
Jesli zbudujemy taki 2—antygraniastostup, to okaze sie, ze mamy czworoscian
foremny, i jest od razu (?) widoczne, ze ma trzy talie opisane na kwadratach.

Za pomocy 5-antygraniastostupa, narysowanego na gérze strony, mozna
jeszcze rozstrzygnaé problem talii dwudziestoscianu foremnego — wystarczy na
podstawach zafundowaé ,czapeczki” — ostrostupy z trojkatéw rownobocznych.
Dwudziestoscian bedzie wtedy mial talie taka jak 5-antygraniastostup (czyli
opisana na dziesigciokacie), ale nie jedna, tylko szesé.

Pozostale dwa wielo$ciany juz tak prosto nie poddadza sie. W sprawie ich talii
mamy jednak poteznego sojusznika — to Hugo Steinhaus. Rozwigzania mozna
znalezé w Kalejdoskopie matematycznym.
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Kalejdoskop matematyczny Hugona
Steinhausa zostal wydany w 1938 roku
we Lwowie rownoczesnie z zaméwiong
przez Amerykanéw angielska wersja
(Mathematical snapshots). Ma wiele
wydan w najrozmaitszych jezykach,
w tym cztery polskie (,najnowsze”
wydanie, z 1989 roku, jest najstabsze
edytorsko — radze¢ poszukad
weczesniejszych).

Przytoczony tu eksperyment jest

w Kalejdoskopie oznaczony numerami
243-247, a w Delcie znalazl sie¢ w AH
na stronie 0.

Studenci Autora omawianego artykutu
wykonali cata seri¢ prawdziwych, bo
kartonowych, wielo§cianéw wyposazonych
w prawdziwe, bo miedziane, talie,
a niemajacych zwigzkéw

z hiperboloidami.

W Kalejdoskopie mozna znalezé zachete do takiego eksperymentu.

o 7 tekturki wytnij dwie takie figury, jak ponizej (bok 3 cm) i powyginaj wzdiuz
przerywanych lingi.
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Wynik bedzie mniej wiecej taki, jak wida¢ obok. Otrzymamy dwunastoscian
foremny (kazdy zauwazyl, ze tekturki skladaly sie z pieciokatéw foremnych).
Mozna na to spojrzeé¢ jak na modyfikacje antygraniastostupéw: tym razem
podstawy pieciokatne, jak trzeba, lekko obrocone, taczymy paskiem nie
tréjkatéw réwnobocznych, lecz foremnych pieciokatow. Identyczna jak

w przypadku antygraniastostupéw argumentacja wskazuje, ze okrag opisany na
przecieciu plaszczyzna tak samo odlegla od obu podstaw jest talia. Przeciecie to
jest dziesieciokatem foremnym, o bokach bedacych polowa przekatnej pieciokata.
Symetrie za$ dwunasto$cianu dowodza, ze takich talii jest szesé.

W Kalejdoskopie pod numerem (203) znajdujemy
zdjecie szescianu obracajacego sie wzgledem swojej N
duzej przekatnej. Widzimy tu dwie czapeczki (jak T
w dwudziestoscianie) i fragment hiperboloidy obrotowej | / i
(jest ona wynikiem obracania prostej wzgledem skosnej p |

do niej osi). Tu stowo ,talia” samo sie narzuca — wrecz
widoczny jest okrag o promieniu bedacym odlegloscia
obracanej prostej od osi obrotu (bo proste skosne .7
maja jedna wspolna prostopadla realizujaca minimum
odleglosci ich punktéw).

Powstanie tego zdjecia udziela odpowiedzi na pytanie o talie szeScianu — da si¢
go ,wyjat” z tego zdjecia: talia szescianu to okrag opisany na jego przecigciu

z plaszczyzna polowiaca prostopadle jego przekatna. To przeciecie to szesciokat
foremny o boku % Talii jest tyle co przekatnych, czyli cztery.

Gdy spojrzymy na hiperboloide w ten sposob, ze powstaje ona z walca, ktérego
podstawy sa nieco wzgledem siebie obrécone, to zobaczymy, ze tworzace stana
sie skosne wzgledem jego osi. A to demonstruje fakt, ze konstrukcja hiperboloidy
jest identyczna z konstrukcja antygraniastostupa (tyle ze jest ,ciagla”).

Co wiecej, tatwo wskazaé osie, podczas obrotu
wzgledem ktorych kazdy z wystepujacych

w tym tekécie wieloScianéw moze zafundowac
sobie takg fotke, jaka Steinhaus zafundowal
szeScianowi — z kawaltkiem hiperboloidy

w $rodku.

I tak sie okazalo, ze wszystkie przyktady
talii wielo$cianéw przytoczone w tym tekscie
to po prostu ukryta obrotowa hiperboloida
jednopowlokowa.

Oczywiscie istnieja wielodciany wypukle majace
talie, a niespokrewnione z hiperboloida, jak
chocby ten z miedziana talia widoczny na
zdjeciu obok.
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