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Rozwigzanie zadania F 1083.
Przed ociepleniem przez jednorodna,
plaska warstwe ciala statego ($ciany)
o powierzchni A, ktérej powierzchnie
zewnetrzne utrzymywane sg w réznych
(ale stalych w czasie) temperaturach
T1 < T, przepltywa cieplo o mocy:

dQ K1

— =P = —(Ty — T, A.

dt dy ( )
Po ociepleniu $ciana sklada si¢ z dwéch
jednorodnych warstw: styropianu
o grubosci da i cegly o grubosci d;.
Na granicy pomigdzy styropianem i cegla
ustali si¢ temepratura T3, Th < T3 < T5s.
Przez kazda z warstw (styropianu i cegly)
przeplywa taka sama ilo$¢ ciepta, ale
teraz o mocy Ps # P;. Z warunku
réwnosci mocy przeplywajacych przez
kazda z warstw Sciany otrzymujemy:
K1 K2
— (T2 = T3)A = —(T5 = T1)A,
dq do
ktéry pozwala wyznaczyé wartosé
k1T /dy + k2T /da

k1/d1 + ko /d2 ’

Py =

Ts =

a nastepnie
k1o (T2 — Th)/(d1d2)
K1/dy + Ko /d2
K/Q/(IQ
k1/d1 + k2 /d2
Dla podanych danych P> ~ 0,45P;, czyli
strata ciepla jest ponad 2,2 raza mniejsza
niz przed ociepleniem. Jesli przyjac, ze
Sciana ma dosy¢ typowe wymiary: 2,7 m
na 4 m, a réznica temperatur
T, —T1 =20 K, to P; =864 W,
a Py ~ 391 W.

Py =

Tabelka dla poczatkowych liczb kamykéw
z okres$leniem, czy Ada ma strategie
pozwalajaca jej wygraé z Bajtkiem.
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Strategia wygrywajaca dla Ady?

TAK
NIE
TAK
TAK
TAK
TAK
NIE
TAK
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Strategia w grze w kamyki
Dagna CZUBLA*, Marcin WIERZBINSKI**

Niektére problemy informatyczne mozna rozwiazaé prostymi algorytmami,
ktérych poprawnosé (tzn. udzielanie odpowiedzi zgodnie z oczekiwaniami) jest
oczywista. Istnieja tez problemy, do ktérych rozwiazania potrzebne sa bardzo
skomplikowane algorytmy, a znane dowody ich poprawnosci sa wyjatkowo
zlozone i zagmatwane. W tym artykule bedziemy sie zajmowaé problemem,
ktéry moze byé rozwiazany przez bardzo prosty algorytm, ale udowodnienie
jego poprawnosci wymaga juz pewnego wysitku.

Na tegorocznej probnej maturze z informatyki pojawito sie ciekawe zadanie

o nazwie Gra w kamyki. Nalezalo podaé efektywny algorytm obliczajacy, ktéry
gracz ma strategie wygrywajaca. Okazuje sie, ze zadanie to mozna rozwiazaé
bardzo prostym algorytmem, ale formalny dowdd jego poprawnosci wymaga
wiecej wysitku. W czasie egzaminu samo podanie algorytmu wystarczato do
uzyskania maksymalnej liczby punktéw, a dowdd poprawnoéci nie byt wymagany.
W tym artykule przedstawimy wzorcowy algorytm oraz uzasadnimy jego
poprawnosc.

Gra w kamyki

Ada i Bajtek postanowili zagra¢ w nastepujaca gre. Na stole przed soba
roztozyli n kamykdéw. Zasady gry sa proste. Gracze wykonuja ruchy na
przemian, rozpoczyna Ada. W swoim ruchu gracz moze zabraé ze stotu 1,
3 lub 4 kamyki. Gracz, ktéry wezmie ostatni kamyk, wygrywa.

Przykladowy przebieg rozgrywki dla n =5 kamykow:

Ada bierze jeden kamyk ze stolu, nastepnie Bajtek bierze cztery kamyki

i wygrywa gre. Ada moze tez zaczaé od zabrania trzech kamykéw, nastepnie
Bajtek moze jedynie zabra¢ jeden kamyk (poniewaz na stole zostaly dwa), a na
konicu Ada zabiera ostatni kamyk i wygrywa gre.

Ada zastanawia sie, dla jakich n ma strategie wygrywajaca. To znaczy chcialaby
wiedzieé, czy niezaleznie od ruchéw Bajtka bedzie w stanie z nim wygrac,

jesli bedzie madrze wybiera¢ swoje posuniecia. Okazuje sig, ze ten problem
rozwiazuje bardzo prosty algorytm podany ponizej.

Algorytm 1. Sprawdzenie strategii wygrywajacej dla Ady

1: procedure CZYADAMASTRATEGIEWYGRYWAJACA(n)
2 if n mod 7= 0 or n mod 7 = 2 then

3: return ,NIE”

4 else

5 return ,TAK”

Algorytm 1 sprawdza, czy reszta z dzielenia liczby n przez 7 jest réwna 0

lub 2. Jedli tak, to zwraca ,NIE” (czyli Ada nie ma strategii wygrywajacej).

W przeciwnym przypadku zwraca ,TAK” (czyli Ada ma strategie wygrywajaca).
Uzasadnimy teraz formalnie poprawnosc¢ tego algorytmu.

Zastandéwmy sie, co dzieje sie dla malych wartosci n. Jezeli n jest réwne 1,3
lub 4, to Ada moze wziaé wszystkie kamyki ze stotu i wygra¢ — ma strategie
wygrywajaca. Jesli n = 2, Ada musi wzia¢ 1 kamyk, zostawiajac na stole

1 kamyk, ktory Bajtek musi wzigé, tym samym wygrywajac; Ada nie ma w tym
przypadku strategii wygrywajacej. Jesli n = 5 lub n = 6, to Ada moze wziaé
odpowiednio 3 lub 4 kamyki, zostawiajac Bajtkowi 2 kamyki, Bajtek wiec musi
przegraé¢ — Ada ma strategie wygrywajaca w obu przypadkach. Jezeli n = 7,
Ada po swoim ruchu zostawi Bajtkowi 3,4 lub 6 kamykow na stole, Bajtek ma
wiec strategie wygrywajaca. Stad wynika, ze dla n = 7 Ada nie ma strategii
wygrywajace;j.
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Rozwigzanie zadania M 1762.
Odpowiedz: tak.

Niech pola lewe dolne i prawe gérne leza
na gltéwnej przekatnej szachownicy i maja
,wspolrzedne” (1,1) i (100, 100).
Korzystajac z zasady indukcji,
udowodnimy, ze mozna dostac si¢ do
dowolnego wolnego pola na tej
przekatnej.

Rzeczywiscie, zalézmy, ze mozemy przejsé
do pola (n,n). Jezeli pole (n +1,n + 1)
jest wolne, to co najmniej jedno z pdl
(n,n+1)1i(n+1,n) nie jest zajete

i mozna przez nie przej$¢ do pola
(n+1,n+1).

Jezeli natomiast pole (n +1,n 4 1) jest
zajete, to dokladnie jeden z jego sasiadéw
jest zajety, wiec jedna z dwdch Sciezek od
(n,n) do (n 4+ 2,n + 2) jest mozliwa do
przejscia.

Pytanie: czy dla wymiaru planszy

100 x 101 teza réwniez zachodzi?

Co dalej?

Czy to, ze gracze mogli zabraé¢ 1,3 lub 4 kamyki,

Ogodlnie, jedli Ada ma strategie wygrywajaca dla n — 1,n — 3 oraz n — 4 kamykdw
na poczatku, to nie ma strategii wygrywajacej dla n kamykéw, gdyz kazdy jej
ruch doprowadzi do sytuacji, w ktorej Bajtek ma strategic wygrywajaca.

Formalny dowéd poprawnoéci algorytmu bedzie wykorzystywal zasade
indukcji matematycznej, o ktérej mozna przeczytaé na przyklad w Kaciku
Poczatkujacego Olimpijczyka w Afy. Mianowicie: wiemy juz, ze dla n < 7 Ada
nie ma strategii wygrywajacej, jesli n daje reszte 0 lub 2 z dzielenia przez 7,
za$ w przeciwnym przypadku ma taka strategie. Pokazemy teraz, ze jesli ta
wlasno$é¢ zachodzi dla wszystkich n < 7k dla pewnej liczby naturalnej k, to
zachodzi réwniez dla wszystkich n ze zbioru {7k + 1,7k +2,..., 7k + 7}.

Dlan=7k+1,n =7k + 3 oraz 7Tk + 4 Ada moze wzia¢ ze stolu odpowiednio
1,3 lub 4 kamyki. W konsekwencji na stole zostanie 7k kamykdw i, jak wynika
z naszego zalozenia, oznacza to przegrana Bajtka.

Jesli n = 7k 4 2, to po ruchu Ady na stole bedzie 7k + 1,7(k — 1) 4+ 6 albo

7(k — 1) + 5 kamykéw. Wiemy jednak z naszego zalozenia, ze dla kazdej z tych
liczb Ada ma strategie wygrywajaca, czyli nie ma strategii wygrywajacej dla
n="7k+2.

Teraz jesli n = Tk 4+ 5 lub n = 7k + 6, to Ada moze wzia¢ odpowiednio
3 lub 4 kamyki, po czym na stole zostana 7k + 2 kamyki, wiec, jak pokazalismy
przed chwila, Bajtek bedzie na straconej pozycji.

W konicu jesli na poczatku mamy n = 7k + 7, to po ruchu Ady na stole bedzie
7k + 3,7k + 4 albo 7Tk + 6 kamykéw. Udowodnilidmy juz, ze w kazdej z tych
sytuacji Ada ma strategie wygrywajaca, wiec dla wyjsciowego n Ada nie

ma strategii wygrywajacej. Zasada indukcji matematycznej konczy dowod
poprawno$ci algorytmu.

dzielenie modulo i pewna liczbe poréwnan. Taki
algorytm powinien dziala¢ nastepujaco:

mialo kluczowe znaczenie dla istnienia algorytmu « jesli n < p, to algorytm ma zakodowana odpowiedz
o prostej strukturze stwierdzajacego, kto ma strategie dla n;
wygrywajaca? Jak zmienilaby sie odpowiedz, e jesli n > p, to algorytm sprawdza reszte z dzielenia

gdyby gracze mogli zabiera¢ na przyktad 1,4,5
lub 10 kamykéw? Aby odpowiedzieé¢ na te pytania,
rozwazmy ogdlniejszy przypadek —
graczy w swoim ruchu moze zabraé ze stotu

., ki—1 lub k; kamykéw (przy czym liczby te
sa parami réznymi dodatnimi liczbami catkowitymi

kv, ko, ..

n przez ¢ i na tej podstawie stwierdza, czy Ada ma
strategie wygrywajaca.

kazdy z dwojga
Y I8 Zauwazmy, ze nie pokazaliémy w zwiazku z tym, jak

konkretnie napisa¢ algorytm dla ustalonych wartosci
ki, ks, ...,k — wykazaliSmy tylko, ze algorytm o prostej
strukturze istnieje.

ustawionymi w kolejnosci malejacej). Tak jak wczesniej,
przegrywa gracz, ktory nie moze wykonaé¢ ruchu.

Rozwazmy ciag (a;)ien, zdefiniowany nastepujaco:

an jest rowne 1, jedli Ada ma strategie wygrywajaca
przy n kamykach znajdujacych sie¢ poczatkowo na

stole oraz 0 w przeciwnym przypadku. Zauwazmy, ze
dowolnych k; kolejnych wyrazéw ciagu (a;) determinuje
wszystkie przyszte jego wyrazy. Istotnie, jesli wiemy,
czy Ada ma strategie wygrywajaca dla n — ki, n —
ka,...,n — k;, to mozemy stwierdzié¢, czy ma réwniez
strategie wygrywajaca dla n.

Skoro réznych mozliwych ciagdéw binarnych

o dtugosci k1 jest 2%1, to od pewnej pozycji p < 2%
wyrazy ciagu a, zaczna sie cyklicznie powtarzac,

z pewnym okresem ¢ < 2F1.

Stad wynika, ze nasz problem da si¢ rozwiazaé
algorytmem o bardzo prostej strukturze, ktéry unika
jakichkolwiek petli, a wykonuje maksymalnie jedno
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Czytelnik znajacy pojecie deterministycznego automatu
skoniczonego i jezyka regularnego (mozna o nich
przeczytaé¢ w artykutach Wojciecha Czerwinskiego

w Aflq i Marii Donten-Bury w Alj) moze zastanowié
sie nad nastepujacym problemem: czy dla ustalonych
k1,ka, ...,k i jednoliterowego alfabetu {a} jezyk

L = {a"™ : Ada ma strategi¢ wygrywajaca dla n
kamykéw} jest regularny? Czy to, ze jezyki regularne
sg rozpoznawane przez deterministyczne automaty
skoriczone, pozwala jakos inaczej wywnioskowacé, ze
nasz problem mozna rozwiazaé algorytmem o prostej
strukturze?

Jak widaé, nawet zadania maturalne potrafia prowadzi¢
ku zagadnieniom o glebokim charakterze teoretycznym.
To pokazuje, jak bogaty i zaskakujacy moze by¢

Swiat nauki, ktory kryje sie za pozornie prostymi
problemami.


https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/2019/06/30/Trzy_rodzaje_indukcji_matematycznej/
https://www.deltami.edu.pl/temat/informatyka/2018/08/26/Modelowanie/
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/algebra/2010/11/23/Jak_opisac_ladny_jezyk/

