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Przedstawiony wzér rekurencyjny dla
ciggu (V,,) wynika ze zsumowania
nastepujacych dwéch réwnosci,
prawdziwych na mocy definicji liczb «, 3;
a™*? = ga™+ — pa™,

ﬂn+2 — aﬂn«kl _ bﬂn

Obliczenia wartosci (a” mod n) mozna
dokona¢ w czasie O(logn) — jak?
Odpowiedz w dalszej czesci artykutu.

Czego dowiedzieliSmy sie o rozwazanej grze? Po pierwsze, przy odpowiedniej
dysproporcji liczby dywizji, ktorymi dysponuja gracze, istnieja réwnowagi
Nasha w strategiach czystych, w ktorych jeden z graczy ma zagwarantowana
wygrana. Po drugie, w sytuacji, gdy A < D < A - n, nie istnieja réwnowagi
Nasha w strategiach czystych, a zaden z graczy nie jest w stanie zagwarantowac
swojej wygranej z prawdopodobienistwem 1. W takich scenariuszach dla kazdej
przeleczy obronca powinien z dodatnim prawdopodobienstwem przypisywadé

A dywizji, aby atakujacy nie mial w odpowiedzi strategii, przy ktorej na
pewno wygra. Okazuje si¢ zatem, ze w kazdej sytuacji, gdy atakujacy nie
moze zagwarantowaé swojej wygranej, obroncy oplaca sie bronié¢ na wszystkich
frontach réwnoczesnie.
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Pseudopierwsze zoo  Mikotaj ROTKIEWICZ*
O liczbach pseudopierwszych pisaliémy w A3,. Przypomnijmy, ze liczba
pseudopierwsza (Fermata, przy podstawie a) to liczba zlozona n, ktéra ,udaje”
liczbe pierwsza w tym sensie, ze spelnia podzielno$é n|a™ — a. O takim kamuflazu
mozna mowic¢ na wiele réznych sposobéw.

Wezmy na warsztat (w miejsce ciagu geometrycznego (a™)) ciag V,, = o™ + ",
gdzie «, [ sa pierwiastkami, by¢ moze zespolonymi, trojmianu kwadratowego
f(X) = X? —aX + b, natomiast a,b sa liczbami catkowitymi. Poczatkowe
wyrazy tego ciagu mozna szybko obliczy¢, stosujac rekurencje: Vo =2, V; = a,
Vit1 = aV,, — bV,,_1 dla n > 1. Stad widaé¢ réwniez, ze (V,,) jest ciagiem liczb
catkowitych. Male twierdzenie Fermata ma nastepujace uogdlnienie:

Lemat 1. Jesli p jest liczbg pierwszq, to V, = V1 (mod p).

Dowaod. Niech p > 2. Zastosujemy wzory na pierwiastki rownania kwadratowego.

P P
Mamy V,, = (%) + (%) , gdzie A = a? — 4b. Po rozwinieciu czeéé

wyrazéw sumy zredukuje sie i otrzymamy

(v-1)/2 o
V, =27PH (ap + Z <2p.>ap2]AJ).

: J
Jj=1
W powyzszej sumie a? = a (mod p), a pozostale skladniki sumy sa catkowite
i podzielne przez p, gdyz p | (2’;) Ponadto 2°~! =1 (mod p) i dlatego
V,=20"",=a+0=V; (mod p).
Przypadek p = 2 pozostawiamy Czytelnikowi. ]

Lemat 1 prowadzi do pierwszego egzemplarza w naszym zoo. Liczbe ztozona n
nazywa sie pseudopierwszq Dicksona, jesli
(D) Vo =Vi (mod n)
i NWD(n,2bA) = 1. Warunek na NWD jest po to, by pominaé trywialne
rozwiazania kongruencji (]E) Okazuje sie, ze sprawdzenie warunku @) mozna
wykonaé¢ niemalze tak szybko jak sprawdzenie, czy a™ = a (mod n) (patrz
¢wiczenie [1)).
W poprzednim artykule wspominalidémy o liczbach Carmichaela, ktore spelniaja
a"™ = a (mod n) dla dowolnej liczby naturalnej a. Powstaje naturalne pytanie, czy
istnieja liczby, ktore sa liczbami pseudopierwszymi Dicksona dla dowolnych liczb
catkowitych a, b? Odpowiedz jest twierdzaca, najmniejsza z nich jest

n = 443372888629441 = 17-31-41-43-89-97 - 167 - 331.

W dalszej czesci artykulu przyjrzymy sie wlasnosciom ciagu (A,,), ktéry
zdefiniowany jest przez analogiczna rekurencje, lecz tym razem jest ona rzedu 3:
(1) Ao = 3, A1 = 0, A2 = 2, An+1 = An—l + An_g dla n 2 2.
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Dla przyktadu: v/2 oraz 58

liczbami algebraicznymi catkowitymi, ale
V2/2 juz nie (éwiczenie [2)).

Mozna dowie$é, ze A 2 = A, (mod p?),
wiec dla dowodu, ze 271441 jest liczba
Perrina, wystarczy sprawdzié, ze

5212 | As21, co przy zastosowaniu
podanego algorytmu zrobimy, wykonujac
10 operacji mnozenia modulo 5212
macierzy 3 X 3.

Lemat 2 ([L]). Jesli p jest liczbg pierwszq, to p dzieli Ap.

Dowdéd. 7 ogélnej teorii ciggéw rekurencyjnych wnosimy, ze A, = aa™ + bs"™ + cy™,
gdzie o, 3,7 sa rozwiazaniami (zespolonymi) réwnania X3 = X + 1, natomiast
a, b, ¢ sa pewnymi stalymi. Dociekliwy Czytelnik tatwo sprawdzi, ze warunek
poczatkowy podany w wymusza a = b=c =1, stad 4, = a™ + 8" +".

Ze wzorow Viete’a mamy o + 5+ v = 0, wiec

p!

ki ko ks — o,
Tl 07 =P Oy

(2) Ap=al + 87 +97 = (a+B+7) ==

kq+kothz=p
0<ky, ko, k3z<p

!
Zauwazmy, ze W powyzszej sumie P  Jest liczba catkowita podzielng

k1'kolks!
przez p, wiec ©, jest catkowitoliczbowa kombinacja liczb postaci ak1 gk2~ks  Dla
dokonczenia dowodu postuzymy sie uogdlnieniem pojecia liczby catkowite;j:

Definicja. Liczbe zespolong 6 nazywamy algebraiczng, jesli 6 jest pierwiastkiem
pewnego wielomianu o wspétczynnikach calkowitych: e8¢ + cq_10%~1 4+ ... +

4+ 10 4 ¢o = 0, gdzie ¢q # 0. Jesli dodatkowo zalozymy, ze cq = 1, to 6 nazywamy
liczba algebraiczng calkowitq.

Niech A oznacza zbior liczb algebraicznych catkowitych. Okazuje sie, ze
dzialania dodawania i mnozenia liczb z A nie wyprowadzaja poza A. (Dow6d
tego waznego twierdzenia Czytelnik latwo znajdzie w [BB-S| [M]). Poniewaz (A,,)
jest z definicji ciggiem liczb calkowitych, wiec liczba ©, = A, /p jest wymierna.
Z drugiej strony, o, 3,77 € A, wiec réwniez ©, € A. Twierdzenie o pierwiastkach
wymiernych wielomiandéw o wspoétczynnikach catkowitych mozna zapisa¢ krétko:
ANQ =7, tj. kazda wymierna liczba algebraiczna catkowita jest catkowita. To
oznacza, ze O, € Z, wiec p | Ap. O

W krétkiej notce [P] Raoul Perrin postawil pytanie o istnienie liczby zlozonej n
takiej, ze n|A,. Takie liczby nazywamy wspodlczesnie liczbami pseudopierwszymi
Perrina (lub po prostu liczbami Perrina).

Przez ponad 80 lat od postawienia problemu w [P] i kilku préb jego rozwiazania,
nie byla znana zadna liczba Perrina. Odkryto ja w sposéb bardzo naturalny,
niemalze na kartce papieru z oléwkiem w reku [A-S]. Jak? Ot6z zamieniajac

a, 3,7 w (2) na a™, ™, 4™ € A, dostajemy szybko

(3) App = Ay, (mod p)

dla kazdej liczby naturalnej m. Zatem Ay = A, =0 (mod p). Podzielnoéé A,
przez p to tylko ,,potowa sukcesu” — ale sugeruje, ze moze warto ograniczy¢
poszukiwania liczb pseudopierwszych Perrina do kwadratéw liczb pierwszych. Ta
heurystyka okazala sie stuszna — liczba pseudopierwsza Perrina (jak si¢ okazuje,
najmniejszal) jest n = 5212 = 271441.

Jak trudne jest sprawdzenie warunku n | A,7 Obliczenie reszt z dzielenia
kolejnych wyrazow ciagu Ay przez n dla 1 < k < n byloby bardzo kosztowne,
bo wymaga az O(n) krokéw. Lepiej postuzy¢ si¢ rachunkiem macierzowym:
dla macierzy

0 1 0 A, Ant1 Ay Ao
M=10 0 1| mamy M |A,11| = [Ant2]|, skad M2 Al = | A
110 Apto An+s Aa Ap

Obliczenie M™ mod n mozna wykonaé¢ w O(log, n) krokach, stosujac
rekurencyjnie réwnoci M* = (M*/2)2 dla parzystych k < n i M* = M - (M*5)?
w przypadku, gdy k jest liczba nieparzysta. Kazdy z krokéw polega na obliczeniu
iloczynu macierzy 3 x 3 modulo N, wiec calkowity koszt obliczenia M™ wynosi
O((logy N)?1log, n) operacji bitowych. Inny sprytny algorytm wyznaczenia A,
podajemy w éwiczeniu

Ciag (A,) ma kilka innych ciekawych wlasnosci teorioliczbowych, z pomoca
ktérych mozemy zbudowac silniejszy test pierwszosci. Rekurencje mozna
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O zbiorze F' méwimy, ze jest cialem, jesli
jego elementy mozna dodawad,
odejmowad, mnozy¢ i dzieli¢ (z wyjatkiem
dzielenia przez 0, ktére jest jedynym
elementem o wlasnoéci 0 4+ z = z dla
kazdego = € F). Wigcej o cialach mozna
przeczytaé w A;{g Zbiér F,, powstaje na
drodze redukcji (abstrakcji) modulo p,
tzn. liczby catkowite x, ' uznajemy za
réwnowazne, jeéli x = ' (mod p).
Redukcja ta jest mozliwa, gdyz jesli

z =z’ (mod p) oraz y =y’ (mod p), to
z+2' =y+y (mod p) oraz a2’ = yy’
(mod p). Elementy zbioru F, mozna
dzieli¢, wigc ), jest cialem: chcac
podzieli¢ x mod p przez y mod p, gdzie

p 1y, szukamy takiego z, ze © = yz
(mod p).

L. .1

Rozwigzanie zadania M 1763.
Rozwazmy dowolny czworokat ABCD.
Suma katéw przy wierzchotkach jest
réwna 360°, wiec wéréd sum <A 4 xB

i XC + %D jedna nie przekracza 180°. To
samo dotyczy ¥xB 4+ xC i ¥xD + X A. Bez
straty ogdélnosci zalézmy, ze sg to sumy
XA+ xBixD+ xA.

W katach wewnetrznych o wierzchotkach
A, B i D umie$émy kopie wyjsciowego
czworokata w skali 1, jak pokazano na
rysunku. -

Ze wzgledu na zalozone nieréwnosci kopia
ABCD umieszczona w wierzchotku A ma
po jednym punkcie wspélnym z dwoma
pozostalymi kopiami, ktére z kolei maja
tylko jeden wspdélny punkt — srodek
przekatnej BD.

odwrécié: Ap—1 = —A, + Anta, skad

(Ag, A_1,A_s,..) = (3,-1,1,2,-3,4,-2,—1,...).

Dowdéd nastepujacego lematu jest analogiczny do dowodu lematu 2
i pozostawiamy go jako ¢wiczenie.

Lemat 3. Jesli p jest liczbg pierwszq, to A_, = —1 (mod p).

Liczbe zlozona n nazywamy silng liczbg Perrina, jeSlin | A, oraz n |1+ A_,.
Liczba 5212 nie spelnia ostatniej podzielnosci, wiec nie jest silna liczba Perrina.
Z kolei A_,2 = —1 (mod p?) juz dla p =7, 11 i 29 (por. éwiczenie . Czy silne
liczby Perrina w ogodle istnieja? Tak, a ich poszukiwania ulatwia nastepujaca
klasyfikacja liczb pierwszych.

Popatrzmy na mozliwe rozklady wielomianu H(X) = X3 — X — 1, czyli
wielomianu charakterystycznego rekurencji , nad ciatem IF, — cialem reszt
z dzielenia przez liczbe pierwsza p (informacje w pigulce o ciatach F, znajduja
si¢ na marginesie). Na przyklad X3 — X — 1 = (X — 2)(X?% +2X + 3) (mod 5),
gdzie zapis P;(X) = P2(X) (mod m) oznacza, ze wielomian P;(X) — Po(X)
ma wszystkie wspolczynniki podzielne przez liczbe naturalng m. Poniewaz
wielomian stopnia 3 ma co najwyzej trzy pierwiastki, mozliwe sg 4 przypadki:
(i) HX)=(X —a)(X = b)(X —¢) (mod p) dla pewnych trzech réznych reszt
a,b,c €.
(ii) Wielomian H nie ma pierwiastkéw w ciele Fp, tj. pt H(a) dla wszystkich
a € Z. Woéwczas H jest wielomianem nierozkladalnym nad cialem IFp,.
(iii) H(X) = (X —a)Q(X) (mod p) dla pewnego a € Z i wielomianu Q
nierozktadalnego nad ciatem F,,.
(iv) H(X) = (X —a)*(X —b) (mod p) dla pewnych a,b € Z.
W przypadkach , i (iii) méwimy, ze liczba pierwsza p jest typu S, Ii Q,
odpowiednio. Przypadek (jiv) ma miejsce tylko dla p = 23 (co ma zwiazek
z tym, ze —23 jest wyrdznikiem wielomianu H(X)). Przyklady liczb pierwszych
zadanych typéw podajemy w ¢wiczeniu [7}

Ciag (A, mod m)S2 _ __ jest okresowy, poniewaz jest tylko skoniczenie wiele
mozliwosci na (A,—1, A, Ant1) mod m dla kazdej ustalonej liczby naturalnej m,
a kazda taka tréjka wyznacza ten ciag jednoznacznie, w przédd i tyl. Oznaczmy
przez wy, okres podstawowy ciagu (A4, mod m). Ponizszy lemat pozostawiamy
bez dowodu.

Lemat 4 ([A-S]). Jesli liczba pierwsza p jest typu S, to w,|p — 1, jesli jest
typu Q, to wy|p? — 1, jesli zas typu I, to wy|p? +p + 1.

Przypomnijmy, liczba ztozona n jest liczbg Carmichaela, jesli dla kazdej liczby
calkowitej a zachodzi podzielno$é n | a™ — a. Zdarza sie, ze liczba jest jednoczesnie
liczba Carmichaela i silng liczba Perrina, i nie jest to takie dziwne. Przypusémy,
ze liczba Carmichaela C' = Hle p; jest illoczynem réznych liczb pierwszych
typu S. Na mocy Lematu {4} wy, | p; — 1, za$ z kryterium Korselta (patrz
np. A3,), p; — 1| C — 1. Zatem C =1 (mod w,,), wiec Ac = A; =0 (mod p;)
i podobnie A_¢ = A_; = —1 (mod p;), wiec C jest silna liczba Perrina.
Najmniejsza z takich liczb jest

7045248121 = 821 - 1231 - 6971.

Szczegdlna postac dzielnikéw pierwszych tej liczby pozwala szybko uzasadnié, ze
jest ona liczba Carmichaela. Przyjrzyjmy si¢ teraz liczbie

n = 24306384961 = 19 - 53 - 79 - 89 - 3433.

To réwniez jest liczba Carmichaela, do$¢ osobliwa, bowiem nie wszystkie
dzielniki pierwsze liczby n sa typu S. Liczby pierwsze q1 = 19, g2 = 53, g3 = 79
iqs =89 sa typu Q, zasd g5 = 3433 jest typu S. Liczby te sa tak dobrane, ze

n =1 (mod ¢? — 1) dla kazdego 1 < i < 4 (a nie tylkon =1 (mod ¢; — 1)) oraz
n=1 (mod g5 — 1). Z lematu [ natychmiast dostajemy A, = Ay, mod wy, = A =
=0 (mod ¢;) dla 1 <4 < 5. Zatem n | A,. Zupelnie analogicznie sprawdzamy
warunek A_, = A_; = —1 (mod n). Zatem n jest silna liczba Perrina.
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Rozwigzanie zadania M 1764.
Poniewaz (ar — (Lk+1)2 >0, to

2
ag

> 2ap — ap41
Ap+1

dla k=1,2,...,n (an41 := a1). Liczba
2aj, — ap41 jest calkowita, wiec

a?
k
{7J > 2ap — agy1,
AL41

zatem

n n n

2
ay

E {71”J > E (2ak — ap41) = E ag.
k41

k=1 k=1 k=1

Definicja liczby pseudopierwszej Lucasa
jest bardzo podobna do definicji liczby
pseudopierwszej Dicksona. Przytaczamy
ja dla Czytelnikéw Zainteresowanych:
rozwazamy cigg (U, ) okreslony
rekurencja Up = 0,U; = 1 oraz

Un+1 = aUn - bUnfl. Niech

A = b% — dac. Liczba zlozona n jest liczba
pseudopierwszq Lucasa, jesli jest
wzglednie pierwsza z 2bA oraz spelnia
podzielnoéé n | Up_c(n), gdzie e(n) jest
pewng funkcjg o wartosciach +1

(konkretnie: symbolem Jacobiego (é))‘

n

Cwiczenia (wskazéwki dostepne na deltami.edu.pl) 6.

1. Niech a,b € Z i niech (V;,) bedzie ciagiem zadanym przez
warunki: Vo =2, Vi = a, V41 = aV,, — bV,—1. Uzasadnié

wzory
‘/271. = Vn2 - 2bn7
V2

2. Uzasadni¢, ze %

Vony1 =

nie jest liczba algebraiczng catkowita,.

Wiadomo, ze liczb Carmichaela jest nieskonczenie wiele. Co wiecej,
udowodniono, ze liczb Carmichaela, ktérych kazdy dzielnik pierwszy ma

typ S, réwniez jest nieskonczenie wiele. Kazda taka liczba jest silna liczba
Perrina, wiec tych ostatnich tez jest nieskoniczenie wiele. Z drugiej strony nie
wiadomo, czy liczb Perrina z co najmniej jednym dzielnikiem typu Q lub I jest
nieskonczenie wiele.

Liczby Perrina to bardzo rzadkie okazy. Przedstawmy troche statystyk — jest
1700 liczb Perrina mniejszych niz 10'*, wéréd nich 942 s silnymi liczbami
Perrina, a tylko 30 z nich jest liczbami Carmichaela.

Wspomnieliémy o liczbach pseudopierwszych Fermata, Carmichaela, Dicksona

i Perrina. Oprocz tego sa jeszcze liczby pseudopierwsze Eulera, Lucasa,
Lehmera, Szekeresa i ich rézne warianty — a lista ta jest niepelna. Czy to
matematyczne zoo liczb pseudopierwszych ma jaki§ wspélny mianownik?

Jon Grantham [G] podjal prébe (udana) usystematyzowania wystepujacych
definicji liczb pseudopierwszych. Dla ustalonego wielomianu P € Z[X] wprowadzil
pojecie liczby P-pseudopierwszej Frobeniusa, ktérej definicja wykracza

niestety poza ramy tekstu popularnonaukowego. Wspomnijmy jednak, ze liczby
(X — a)-pseudopierwsze Frobeniusa to dokladnie liczby pseudopierwsze Fermata
przy podstawie a, kazda liczba (X — X — 1)-pseudopierwsza Frobeniusa jest silng
liczba Perrina, a kazda liczba (X2 — aX + b)-pseudopierwsza Frobeniusa to taka,
ktéra jest jednoczesnie liczba pseudopierwsza Dicksona i Lucasa.

Nie wypada nie wspomnie¢ tutaj o przelomie, jaki dokonal si¢ w 2002 roku za
sprawa znalezienia prostego, wielomianowego (wzgledem liczby cyfr w zapisie
danej liczby) i deterministycznego testu pierwszosci, zwanego algorytmem AKS,
od pierwszych liter jego odkrywcéw: Agrawala, Kayala i Saxena (patrz Af,).
Stowo deterministyczny oznacza tu tyle, ze dla dowolnej liczby n udziela on
poprawnej odpowiedzi na pytanie, czy jest to liczba pierwsza. Jednak w praktyce
powszechnie stosowanym testem pierwszosci (Mathematica, Pari/GP, Maxima,
Sage, ...) jest algorytm Baillie-PSW (od jego autoréw: Pomerance, Selfridge,
Wagstaff), ktéry choé nie jest deterministyczny (stwierdza jedynie, ze dana
liczba n jest ,prawdopodobnie” pierwsza lub ze n jest na pewno zlozona), jest
znacznie szybszy. Jest on polaczeniem testéw pierwszosci Fermata (przy bazie 2)
i Lucasa (dla odpowiednio dobranych parametréw a,b — patrz margines).

Nieznane sa przyktady liczb ztozonych, ktére algorytm Baillie-PSW uznalby za
pierwsze. Wiadomo, ze nie ma, takich ponizej 10'°, jednak przypuszcza sie, ze
jest ich nieskoniczenie wiele.

Udowodnié lemat Bl

7. Uzasadnié, ze 2 jest typu I, 5 typu Q, natomiast
59=4% -4 —1typu S. (59 jest najmniejsza liczba
pierwsza typu S.)

8. Uzasadnié, ze liczba 904631 = 7 - 13 - 9941 jest

liczbg Perrina, natomiast 16043638781521 =

=13-223-691 - 829 - 9661 jest silng liczba Perrina.

Vi Vi1 — ab™.

Pierwiastkami wielomianu X3 — X — 1 s3 a = 1,32 € R,
B~ —0,66 + 0,567 = ﬁ(cosqb + isin ¢) oraz v = B, gdzie
¢ ~ 1,557, a doktadniej rozwinigcie w utamek taiicuchowy

2¢/m daje oszacowanie 113 < %/’2 < 11%. Uzasadnié¢ wzor

A_, = 2(/a)" cos(ng) + a™"
dla n > 0, a nastepnie na podstawie podanych przyblizen
i lematu [3] wywnioskowad, ze A_29 = —1.
Udowodnié, ze dla kazdej liczby pierwszej p # 5 iloczyn
Fpt+1Fp_1 jest podzielny przez p, gdzie (Fp)n>1 =
=(1,1,2,3,5,...) jest ciagiem Fibonacciego.

. Uzasadnié, ze $lad macierzy M™ (suma liczb na

przekatnej NW—SE), gdzie M = [g (1) é], wynosi A,

dla kazdego n € Z.
‘Whniosek. Dostajemy krétki algorytm dla sprawdzenia,
czy n jest liczbg Perrina.
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