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Kongruencje w akcji

Barttomiej BZDEGA

Kongruencje pojawialy sie juz kilka razy w Kaciku, ale zawsze graly role
co najwyzej drugoplanowa. Tym razem bedzie inaczej.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Niech a,b i n beda liczbami catkowitymi. Kongruencje a = b (mod n) (czytaj:
a przystaje do b modulo n) mozemy zdefiniowaé na dwa réwnowazne sposoby:

(1) Liczby a,b daja te sama reszte z dzielenia przez n.
(2) Liczba n dzieli a — b.

Bedziemy tutaj uzywacé kroétszej notacji: a =,, b.
Z (1) natychmiast wynikaja wlasnosci:

a =, a, a=,b=0b=,aq, a=,bANb=,c=a=,c

Kongruencje modulo n mozemy dodawaé, odejmowac i mnozy¢ stronami, czyli jesli
a =, boraz c =, d, to

atc=,bxd
Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze liczby (a £¢) — (b+d) = (a — b) £ (¢ — d) oraz
ac — bd = ¢(a — b) + b(c — d) sa podzielne przez n na mocy (2).
Dzieki mozliwosci mnozenia kongruencji stronami mozna wykazaé indukcyjnie, ze
jesli @ =, b, to a* =, V¥ dla naturalnych k.
Pierwiastkowania kongruencji na ogét wykonywac¢ nie mozna. Na przyklad zachodzi
8 =7 1, ale po wyciagnieciu obustronnie pierwiastka sze$ciennego otrzymamy
nieprawdziwa kongruencje 2 =7 1.

oraz ac =, bd.

Najogolniejszym wnioskiem z powyzszych faktéw jest nastepujace twierdzenie: dla
wielomianu P o wspélczynnikach catkowitych zachodzi implikacja

=y = Px)=nP(y).
Dla dowodu niech P(z) = ag + a1z + asx? + ... +agxt Z kongruencji x =, y
otrzymujemy z* =,, y*, a po pomnozeniu przez a; mamy apz® =, ary®. Wystarczy
teraz zsumowac ostatnia kongruencje dla k =0,1,2,...,d.

JeSlin =z —y # 0, to oczywiscie x =,, y. Wnioskiem z tego jest podzielnosé
r—y| P(x) — P(y) dla x # y (jest to twierdzenie 2 z Kacika 12. w A2 — tam
mozna znalezé inny dow6d).

7 dzieleniem jest troche trudniej — mozna je wykonaé tylko w szczegdlnych
okolicznosciach. Niech a =,, b oraz ¢ =,, d. Przyjmijmy, ze ¢ | a i d | b. Jesli
dodatkowo NWD(c,n) = 1, to wéwczas ¢ =, %. Aby to wykazaé, zauwazmy, ze
a—b=c-2—d-b=,c-2—c.b=c(2— L) Ostatnia liczba jest podzielna przez

n oraz NWD(c,n) = 1, wiec n | ¢ — & (zobacz (1) w 29. Kaciku, w A3;).

7 powyzszej wlasnosci najczedciej korzysta sie w szczegdlnym przypadku ¢ = d oraz
gdy n jest liczba pierwsza.

Zadania

1. Liczby aq,as,...,a, sa catkowite. Niech d bedzie wspélnym dzielnikiem liczb
a1 —lyaa —1,...,a, — 1. Udowodnié, ze d | aias . ..a, — 1.

2. Dane s takie liczby calkowite dodatnie d, m, n, ze d | mn* —11id | m*n — 1.
Wykazaé, ze d | nt® — 1.

3. Liczby naturalne n i k sa nieparzyste. Dowiesé, ze liczba 1% + 2% 4+ ... + nF dzieli
sie przez n.

4. Liczby a, b, ¢ sa catkowite. Liczba nieparzysta n jest dzielnikiem liczb a 4+ b+ ¢
i a? 4 b 4 2. Wykazaé, ze liczby a®, b3, ¢ daja takie same reszty z dzielenia
przez n.

5. Niech P bedzie wielomianem o wspoétczynnikach catkowitych. Liczby catkowite
x, y, z spelniaja réwnosci: P(z) =y, P(y) = z, P(z) = . Wykazaé, ze v = y = z.

6. Niech p bedzie liczbg pierwsza. Liczby catkowite x1, zo, ..., 2, spelniaja
podzielnodci p | 122 ... ¢, —k dla k= 1,2,...,p. Udowodnié, ze liczby
Z1,T2,...,Tp 53 rozne.

7. Liczby a i b sa catkowite, a p > 2 jest liczba pierwsza, ktéra nie dzieli ab. Liczby
a? + b2 i a® + b3 dajg reszte 1 z dzielenia przez p. Dowiesé, ze p | a + b + 2.
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