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Kongruencje pojawiały się już kilka razy w Kąciku, ale zawsze grały rolę59
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co najwyżej drugoplanową. Tym razem będzie inaczej.

Niech a, b i n będą liczbami całkowitymi. Kongruencję a ≡ b (mod n) (czytaj:
a przystaje do b modulo n) możemy zdefiniować na dwa równoważne sposoby:

(1) Liczby a, b dają tę samą resztę z dzielenia przez n.

(2) Liczba n dzieli a − b.

Będziemy tutaj używać krótszej notacji: a ≡n b.

Z (1) natychmiast wynikają własności:

a ≡n a, a ≡n b ⇒ b ≡n a, a ≡n b ∧ b ≡n c ⇒ a ≡n c.

Kongruencje modulo n możemy dodawać, odejmować i mnożyć stronami, czyli jeśli
a ≡n b oraz c ≡n d, to

a ± c ≡n b ± d oraz ac ≡n bd.

Dla dowodu wystarczy zauważyć, że liczby (a ± c) − (b ± d) = (a − b) ± (c − d) oraz
ac − bd = c(a − b) + b(c − d) są podzielne przez n na mocy (2).
Dzięki możliwości mnożenia kongruencji stronami można wykazać indukcyjnie, że
jeśli a ≡n b, to ak ≡n bk dla naturalnych k.
Pierwiastkowania kongruencji na ogół wykonywać nie można. Na przykład zachodzi
8 ≡7 1, ale po wyciągnięciu obustronnie pierwiastka sześciennego otrzymamy
nieprawdziwą kongruencję 2 ≡7 1.

Najogólniejszym wnioskiem z powyższych faktów jest następujące twierdzenie: dla
wielomianu P o współczynnikach całkowitych zachodzi implikacja

x ≡n y ⇒ P (x) ≡n P (y).

Dla dowodu niech P (x) = a0 + a1x + a2x2 + . . . + adxd. Z kongruencji x ≡n y

otrzymujemy xk ≡n yk, a po pomnożeniu przez ak mamy akxk ≡n akyk. Wystarczy
teraz zsumować ostatnią kongruencję dla k = 0, 1, 2, . . . , d.

Jeśli n = x − y ≠ 0, to oczywiście x ≡n y. Wnioskiem z tego jest podzielność
x − y | P (x) − P (y) dla x ≠ y (jest to twierdzenie 2 z Kącika 12. w ∆12

19 – tam
można znaleźć inny dowód).

Z dzieleniem jest trochę trudniej – można je wykonać tylko w szczególnych
okolicznościach. Niech a ≡n b oraz c ≡n d. Przyjmijmy, że c | a i d | b. Jeśli
dodatkowo NWD(c, n) = 1, to wówczas a
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b
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21).

Z powyższej własności najczęściej korzysta się w szczególnym przypadku c = d oraz
gdy n jest liczbą pierwszą.

Zadania

1. Liczby a1, a2, . . . , an są całkowite. Niech d będzie wspólnym dzielnikiem liczb
a1 − 1, a2 − 1, . . . , an − 1. Udowodnić, że d | a1a2 . . . an − 1.

2. Dane są takie liczby całkowite dodatnie d, m, n, że d | mn4 − 1 i d | m4n − 1.
Wykazać, że d | n15 − 1.

3. Liczby naturalne n i k są nieparzyste. Dowieść, że liczba 1k + 2k + . . . + nk dzieli
się przez n.

4. Liczby a, b, c są całkowite. Liczba nieparzysta n jest dzielnikiem liczb a + b + c

i a2 + b2 + c2. Wykazać, że liczby a3, b3, c3 dają takie same reszty z dzielenia
przez n.

5. Niech P będzie wielomianem o współczynnikach całkowitych. Liczby całkowite
x, y, z spełniają równości: P (x) = y, P (y) = z, P (z) = x. Wykazać, że x = y = z.

6. Niech p będzie liczbą pierwszą. Liczby całkowite x1, x2, . . . , xp spełniają
podzielności p | x1x2 . . . xk − k dla k = 1, 2, . . . , p. Udowodnić, że liczby
x1, x2, . . . , xp są różne.

7. Liczby a i b są całkowite, a p > 2 jest liczbą pierwszą, która nie dzieli ab. Liczby
a2 + b2 i a3 + b3 dają resztę 1 z dzielenia przez p. Dowieść, że p | a + b + 2.
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https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/algebra/2019/11/29/Twierdzenie_B_zouta/
https://www.deltami.edu.pl/2021a/05/2021-05-delta.pdf

