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Przy ponizszym rozmieszczeniu dywizji
Delandia wygra wojne (nie straci zadnej
przeleczy):
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Z kolei takie rozmieszczenie dywizji
zapewni zwyciestwo Alandii (ktéra
przeprawi sie przez czwarta przelecz):
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Gracz posiadajacy C € {A, B} dywizji
moze je rozmie$ci¢ pomiedzy n przeteczy
na ("jf;l) réznych sposobéw. Aby to
zobaczy¢, wyobrazmy sobie, ze gracz
dysponuje n 4+ C' — 1 nierozréznialnymi
dywizjami ulozonymi w rzedzie. Usuwajac
n — 1 z nich, wybiera jednoznaczny
podzial C' dywizji na n grup — pierwsza
grupa zawiera dywizje od poczatku rzedu
do pierwszej usunigtej dywizji, nastepne
analogicznie. Liczba réznych rozmieszczen
jest zatem réwna liczbie wyboréw n — 1
elementéw sposréd n + C' — 1. W zwigzku
z tym, ze liczba strategii kazdego z graczy
jest wyktadnicza wzgledem parametréw
gry, jest to gra o zwiezlej reprezentacji.

Stanistaw KAZMIEROWSKI*

Napiecia graniczne pomiedzy Alandig i Delandig wzrastaja od lat. Dwoch
generatéow, Acki i Decki, szykuja swoje kraje do konfliktu zbrojnego. Delandzka
doktryna wojenna jest $cisle (D)efensywna — po poprzedniej wojnie z Alandia,
w ktoérej obie strony poniosty bardzo znaczace straty, sztab Delandii nie wyrazi
zgody na zadne dzialania ofensywne. W zwiazku z tym general Decki moze
jedynie zadecydowaé¢ o rozmieszczeniu delandzkich dywizji na przeteczach
taczacych obydwa kraje.

Alandzki sztab wyciagnal z poprzedniej wojny doktadnie odwrotne wnioski —
(A)tak jest uwazany za najskuteczniejsza metode. General Acki ma zdecydowaé
o kierunkach natar¢ przez przetecze taczace obydwa kraje i przydzieleniu
alandzkich dywizji do poszczegdlnych atakujacych armii. W wypadku

udanego ataku na dowolnej z przeteczy alandzkie armie zaleja Delandig,

a ta bedzie zmuszona kapitulowaé. Jezeli zadnej z alandzkich armii nie uda

sie skutecznie przelamaé frontu, gospodarka Alandii zalamie sie w zwigzku

z wysokimi kosztami prowadzenia ofensywnych dzialan wojennych, i to Alandia
bedzie zmuszona podpisaé¢ kapitulacje. W zwiazku ze stala rotacja dywizji

w obydwu krajach kazdy z generaléw podejmie decyzje niezaleznie, nie znajac
rozmieszczenia dywizji przeciwnika. W jaki sposéb obydwaj generalowie powinni
przypisa¢ dywizje, ktérymi dysponuja?

Zabawmy sie w strategdw i sprébujmy znalezé rozwiazanie dla tego problemu.
W tym celu sformalizujemy powyzszy scenariusz jako gre strategiczng. Gra
strategiczna to nastepujaca trojka: zbidr graczy, zbiér strategii kazdego

z graczy i funkcja wyplaty mowiaca o tym, jaki jest rezultat gry dla kazdego
z graczy przy kazdej mozliwej parze strategii. W rozwazanym scenariuszu

jest dwoch graczy (generaléw): Acki i Decki. Kazdy z nich zarzadza pewna
liczba dywizji, opisanych odpowiednio przez liczby naturalne A i D. Pomiedzy
dwoma krajami znajduje sie pewna liczba n przeleczy. Strategia generala
Ackiego jest rozmieszczenie A dywizji pomiedzy n przeleczy. Analogicznie,
generatl Decki przydziela D dywizji pomiedzy te same n przeleczy. Zakladamy,
ze kazdy z generaléw przydzieli wszystkie dywizje, ktérymi zarzadza, w celu
zmaksymalizowania szansy na wygranie konfliktu. Pojedyncza przelecz

bedzie obroniona przed Delandig, jezeli liczba delandzkich dywizji broniacych
tej przeteczy bedzie nie mniejsza niz liczba atakujacych dywizji z Alandii.

W przeciwnym wypadku przelecz zostanie stracona, a wojna przegrana przez
Delandie. Delandia wygra wojne tylko w przypadku skutecznego obronienia
wszystkich przeteczy. Zwyciezca otrzyma wyplate 1, a przegrany —1. Gra ta
nazywana jest gra , Atak i Obrona” (Attack and Defense).

Warto zauwazy¢, ze reprezentacja gry jest bardzo mala! Tréjka (A, D, n)
jednoznacznie definiuje zbior strategii kazdego z graczy i, co za tym idzie, cala
gre. Wazna cecha opisanej gry jest bezposrednie powigzanie wyplat obydwu
graczy — sukces jednego z nich bezposrednio laczy sie z porazka drugiego,

a suma wyplat obydwu graczy jest zawsze réwna 0. Takie gry nazywamy grami
0 sumie zerowej.

Podstawowa koncepcjg rozwigzania gry strategicznej jest rownowaga Nasha.
Rownowaga Nasha to para strategii, w ktorej zaden z graczy nie moze poprawié
swojej wyplaty przez zmiane swojej strategi, gdy strategia drugiego z graczy
pozostanie niezmieniona.

Okazuje sig, ze w grach o sumie zerowej wyptata ustalonego gracza w kazdej
réwnowadze Nasha jest zawsze taka sama. Jest to zatem wyplata, jaka moze on
sobie zagwarantowaé: niezaleznie od tego, co zrobi przeciwnik, grajac strategie
z rownowagi Nasha, uzyska on co najmniej taka wyplate. Dlatego tez strategie
w rownowadze Nasha w grach o sumie zerowej sa w pewnym sensie optymalne.
Wartoéé nieujemnej wyplaty w réwnowadze Nasha (jeden z graczy ma zawsze
nieujemna wyplate, drugi — niedodatnia) jest nazywana wartoscig gry.
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‘W obu przypadkach warto$é gry jest
réwna 1 — jeden z graczy moze sobie
zapewni¢ zwycigstwo.

Macierz wyplat w grze
(A=2,D =3,n=2) - kolumny
odpowiadaja strategiom Ackiego,
a wiersze strategiom Deckiego.

(2,0)[(1,1](0,2)
3,000 D | A | A
2,1)) D | D | A
1,2 A | b | D
0,3 A | A4 | D

Uproszczona macierz wyplat po usunieciu
nieoplacalnych strategii:

(2,0)|(0,2)
2,1 D | 4
12| A | D

Bardziej precyzyjnie — nie ma réwnowagi
Nasha w strategiach czystych
(niewtajemniczonym Czytelnikom zaraz
wyttumaczymy, co to znaczy).

Warto zauwazy¢, ze kazda ze ,,zwyklych”
strategii, czyli podziatéw dywizji,
odpowiada strategii mieszanej, ktéra
przypisuje temu podziatowi
prawdopodobienstwo 1. Takie strategie
mieszane nazywane sg strategiami
czystymd.

Czy w tej grze istniejg réwnowagi Nasha? W niektérych przypadkach tak!
Zauwazmy, ze jezeli A > D (Acki dysponuje wigksza liczba dywizji niz Decki), to
kazda para strategii, w ktérej Acki przypisuje wszystkie dywizje do jednego
frontu, a Decki wybiera dowolny przydzial swoich strategii, jest rownowaga
Nasha. W taki sytuacji Alandzkie dywizje przebija sie na froncie, do ktérego
zostaly przypisane niezaleznie od strategii wybranej przez Deckiego. Podobna
sytuacja zachodzi, gdy D > n - A. W takim przypadku kazda para strategii,
gdzie Decki przypisuje do kazdego frontu co najmniej A dywizji, a Acki wybiera
dowolny podzial swoich A dywizji, jest réwnowaga Nasha (tym razem to
Delandia wygrywa wojne).

Co sie dzieje w pozostatych przypadkach, czyli gdy A < D < n - A? Zacznijmy od
rozwazenia malego przyktadu.

Przyktadowa gra. Rozwazmy przypadek, w ktérym Acki dysponuje dwoma
dywizjami, Decki trzema, a panstwa sa potaczone dwoma przeteczami, czyli

gre zdefiniowana przez trojke (A = 2, D = 3,n = 2). Decki dysponuje czterema
strategiami — sa to podzialy dywizji (3,0),(2,1),(1,2) i (0, 3), natomiast Acki
ma do dyspozycji trzy strategie — (2,0), (1,1) oraz (0,2). Tabelka na marginesie,
zwana macierzg wyplat, opisuje wyniki gry (zwyciezce) dla kazdej pary strategii
obydwu graczy.

Zauwazmy, ze przypisanie trzech dywizji do jednej przeleczy nie jest rozsadne

z perspektywy Deckiego, gdyz wystarcza tylko dwie dywizje, aby uczynié¢

dana przelecz calkowicie chroniona przed atakiem Ackiego. W zwiazku z tym
zalozymy, ze Decki dopuszcza jedynie strategie (2,1) lub (1,2). W konsekwencji
Acki nigdy nie chce wybraé strategii (1, 1), gdyz przegrywa ona z kazda ze
strategii dopuszczanych przez Ackiego.

Po takiej analizie dostajemy uproszczona macierz wyplat, przedstawiong na
marginesie. Gra opisana przez te macierz wyplat nie ma réwnowagi Nasha —
dla kazdej pary strategii gracz przegrywajacy moze zwickszy¢ swoja wyplate
Z przegranej na wygrang poprzez zmiane swojej strategii.

Analogiczny argument pokazuje, ze zawsze gdy A < D < n - A, réwnowaga Nasha
nie istnieje. Jezeli rozpatrywana para strategii rozstrzyga konflikt na korzysé
Delandii, zawsze istnieje strategia Alandii, ktéra gwarantuje jej zwyciestwo.
Jest tak, poniewaz na ktéryms$ z frontéw Delandia musi przypisa¢ mniej niz

A dywizji (jako ze D < n - A), wiec strategia Alandii, w ktérej wszystkie dywizje
beda przypisane do tej przeleczy, zmienia wynik konfliktu na korzystny dla
Alandii. Analogicznie, dla kazdej pary strategii, ktéra zapewnia zwyciestwo
Alandii, Delandia moze przypisa¢ swoje dywizje w sposéb wyréwnujacy liczby
dywizji przypisane przez Alandie do odpowiednich frontéw (poniewaz A < D).

Strategie mieszane. Czy mozemy cos$ zrobié¢, gdy nie istnieje rownowaga
Nasha w rozpatrywanym modelu? Tak! Zauwazmy, ze kazdy z graczy, zamiast
wybieraé jedna ze swoich strategii, moze zdecydowaé si¢ na ,wylosowanie”
strategii wedtug pewnego rozktadu prawdopodobienstwa. Takie rozktady
prawdopodobienstwa na zbiorze strategii gracza nazywamy strategiamsi
mieszanymi. Jak nalezy je interpretowac? Powiedzmy, ze general Acki wybierze
strategie mieszana, ktora przypisze réwne prawdopodobienstwo kazdej z paru
wybranych strategii. Interpretacja jest nastepujaca: general Acki numeruje
wybrane strategie, nastepnie wrzuca do urny ponumerowane kulki. Kazda kulka
odpowiada numerowi dokladnie jednej strategii. W momencie podjecia decyzji
Acki losuje kulke z urny i wybiera przypisanie dywizji odpowiadajace strategii,
ktérej numer znajdowatl sie na wylosowanej kulce.

Rozszerzenie zbioru strategii wymaga réwniez rozszerzenia funkcji wyplat
obydwu graczy. W przypadku pary strategii mieszanych nie znamy wyplaty
graczy, bo nie wiemy, jaka para strategii zostata wylosowana. Méwimy
zatem o oczekiwanej wyplacie gracza — opisuje ona, jaka bedzie ,$rednia”
wyplata gracza z zadanej pary strategii przy wielokrotnym powtarzaniu
rozgrywki. Oczekiwana wyplata jest obliczana przy zalozeniu, ze rozklady
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Dla przyktadu popatrzmy znéw na
uproszczong macierz wyplat

w rozpatrywanej wyzej grze. Zatézmy, ze
Acki wybierze pierwszg strategie (2,0)

z prawdopodobienstwem 1/3 (wiec druga
(0,2) z prawdopodobienstwem 2/3),

a Decki wybierze pierwszg strategie (2, 1)
z prawdopodobienistwem 3/4 (i druga (1,2)
z prawdopodobiefistwem 1/4).
Oczekiwana wyplata Ackiego to zatem:

11+23 13+2171
3 43 4 3 43 4) 6

W tej rownowadze Decki

z prawdopodobienstwem % przydziela

A = 2 dywizje na kazda z przeleczy.
Bardziej ogélnie, gdy A < D <n- A, to
gdyby istnialta przetecz, na ktérej Decki
zawsze przydziela mniej niz A dywizji, to
Acki mégltby zagwarantowac sobie
wygrang, gdyby to on przydzielil tam A
dywizji. Decki nie moze do tego dopuscié,
a zatem w kazdej rownowadze musi
broni¢ kazdej przeleczy co najmniej

A dywizjami z dodatnim
prawdopodobienstwem.

Podstawowe narzedzia uzywane do
rozwigzywania gier o sumie zerowej
bazuja na jednym z dwéch zalozen — zbiér
strategii obydwu graczy jest niewielki
(wielomianowy wzgledem parametréw gry)
lub istniejg réwnowagi Nasha

w strategiach mieszanych, gdzie strategie
mieszane obydwu graczy maja niewielkie
(wielomianowe wzgledem parametréw
modelu) nosniki. Noénik strategii
mieszanej to zbiér wszystkich strategii
czystych gracza, ktore sa grane

z dodatnim prawdopodobienstwem przy
danej strategii mieszanej. W zwiazku

z tym, ze zbidr strategii kazdego z graczy
jest duzy (wykladniczy) wzgledem
parametréw modelu oraz istnieja
réwnowagi, w ktérych wszystkie strategie
znajduja si¢ w no$niku, badana przez nas
gra jest trudna do rozwigzania w czasie
wielomianowym.

Jako ¢wiczenie dla Wnikliwego Czytelnika
pozostawiam poszukanie odpowiedzi na
pytanie, dlaczego zadna inna para
strategii mieszanych nie jest réwnowaga
Nasha, gdy obaj gracze dysponuja taka
samg liczba dywizji.

prawdopodobienistwa zadane przez strategie mieszane obydwu graczy sa
niezalezne — to, jaka strategia zostanie ,wylosowana” przez jednego z graczy,
nie zmienia prawdopodobienstwa ,,wylosowania” konkretnych strategii przez
drugiego gracza. Aby obliczy¢ oczekiwana wyplate gracza, nalezy zsumowac
prawdopodobienistwo wystapienia kazdej pary strategii czystych pomnozonych
przez wyplate rozwazanego gracza przy zadanej parze strategii.

7Z rozszerzeniem zbioréw strategii obydwu graczy do strategi mieszanych pojecie
réwnowagi Nasha rozszerza sie do réwnowagi Nasha w strategiach mieszanych.
Taka réwnowaga to para strategii mieszanych, w ktorej zaden z graczy nie moze
zwiekszy¢ swojej oczekiwanej wyptaty, wybierajac inng strategie, gdy strategia
przeciwnika nie ulegnie zmianie. Chociaz poszukiwanie réwnowag Nasha

w strategiach mieszanych jest znacznie bardziej wymagajace niz w strategiach
czystych, twierdzenie Nasha z 1951 roku gwarantuje, ze w kazdej grze skonczonej
(o skonczonej liczbie graczy i ich strategii) taka réwnowaga istnieje!

Wréémy na chwile do naszej przyktadowej gry. Jak wyglada réwnowaga

Nasha w strategiach mieszanych? Jest to para strategii mieszanych, w ktérej
kazdy z graczy wybiera kazda ze swoich dwoch nieodrzuconych strategii

z prawdopodobienstwem % Jezeli Decki czesciej broni dwoma dywizjami
ktérejs przeteczy, to Acki powinien zawsze atakowaé te druga, a wtedy Decki
bedzie wolal zmieni¢ strategie. W rownowadze Decki musi zatem wybieraé

obie strategie z takim samym prawdopodobienstwem. Analogiczna analiza dla
Ackiego prowadzi do wniosku, ze w réwnowadze rowniez on musi wybiera¢ kazda
ze swoich strategii z prawdopodobienstwem % Fatwo sprawdzié, ze zadnemu

z graczy nie oplaca si¢ wowczas zmieni¢ swojej strategii. Oczekiwana wyplata

kazdego z generalow jest rowna 0, wiec taka jest tez wartosé gry.

W powyzszym przykladzie okazalo sie, ze niektérych podziatéw dywizji w ogdle
nie oplaca sie uzywaé, co pozwolito nam znaczaco uprosci¢ gre. Czy zawsze

tak jest? Okazuje sie, ze nie. Pokazemy teraz, ze w pewnych konfiguracjach,

w jedynej réwnowadze Nasha w strategiach mieszanych kazda ze strategii
obydwu graczy jest grana z niezerowym prawdopodobienstwem.

Roéwne liczby dywizji. Zalézmy, ze kazde z panstw dysponuje taka sama
liczba dywizji opisana przez liczbe naturalna k (k = A = D). Poniewaz obaj gracze
dysponuja taka sama liczba dywizji, ich zbiory strategii sg réwne. Co wiecej,
jezeli obydwaj generatowie wybiora ten sam podzial dywizji pomiedzy fronty,
Delandia wygra wojne, zatrzymujac przeciwnika na kazdym froncie. W kazdym
innym przypadku (gdy gracze wybiora rézne strategie), na pewnym froncie
Alandia bedzie dysponowala wieksza od Delandii liczba dywizji, co doprowadzi
do wygranej Alandii na tym froncie i w konsekwencji w calej wojnie.

Ustalmy pare strategii mieszanych, w ktorej kazdy z graczy przypisuje takie
samo prawdopodobienistwo p kazdej z dostepnych strategii czystych. Czy

ta para strategii mieszanych opisuje réwnowage Nasha? Zeby odpowiedzie¢

na to pytanie, musimy zastanowi¢ sie, czy ktérys z graczy moze zwigkszy¢
swoja oczekiwang wyplate przez zmiang swojej strategii mieszanej. Rozwazmy
zmiang strategii mieszanej przez generata Ackiego. Kazda strategia czysta
gwarantuje wygrang Alandii z takim samym prawdopodobienistwem, réwnym 1 —p
(z takim prawdopodobienistwem Decki wylosuje strategie odpowiadajaca
innemu przypisaniu dywizji pomiedzy fronty niz strategia czysta wybrana przez
Ackiego). W zwiazku z tym kazda strategia mieszana wybrana przez Ackiego
zagwarantuje wygrana Alandii z takim samym prawdopodobienstwem, réwnym
1 — p. Oznacza to, ze Acki nie moze zwigkszy¢ prawdopodobienistwa wygranej
Alandii, a zatem i oczekiwanej wyplaty, przez zmiang swojej strategii mieszanej.
Analogiczny argument pokazuje, ze to samo dotyczy Deckiego, zatem rozwazana
para strategii opisuje rownowage Nasha! Oczekiwana wyplata Ackiego przy
tych strategiach jest rowna 1 — 2p, taka jest zatem warto$é¢ gry. Oznacza to,

ze przy takiej samej liczbie dywizji general Acki jest w nieporéwnanie lepszej
sytuacji.
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Przedstawiony wzér rekurencyjny dla
ciggu (V,,) wynika ze zsumowania
nastepujacych dwéch réwnosci,
prawdziwych na mocy definicji liczb «, 3;
a™*? = ga™+ — pa™,

ﬂn+2 — aﬂn«kl _ bﬂn

Obliczenia wartosci (a” mod n) mozna
dokona¢ w czasie O(logn) — jak?
Odpowiedz w dalszej czesci artykutu.

Czego dowiedzieliSmy sie o rozwazanej grze? Po pierwsze, przy odpowiedniej
dysproporcji liczby dywizji, ktorymi dysponuja gracze, istnieja réwnowagi
Nasha w strategiach czystych, w ktorych jeden z graczy ma zagwarantowana
wygrana. Po drugie, w sytuacji, gdy A < D < A - n, nie istnieja réwnowagi
Nasha w strategiach czystych, a zaden z graczy nie jest w stanie zagwarantowac
swojej wygranej z prawdopodobienistwem 1. W takich scenariuszach dla kazdej
przeleczy obronca powinien z dodatnim prawdopodobienstwem przypisywadé

A dywizji, aby atakujacy nie mial w odpowiedzi strategii, przy ktorej na
pewno wygra. Okazuje si¢ zatem, ze w kazdej sytuacji, gdy atakujacy nie
moze zagwarantowaé swojej wygranej, obroncy oplaca sie bronié¢ na wszystkich
frontach réwnoczesnie.
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Pseudopierwsze zoo  Mikotaj ROTKIEWICZ*
O liczbach pseudopierwszych pisaliémy w A3,. Przypomnijmy, ze liczba
pseudopierwsza (Fermata, przy podstawie a) to liczba zlozona n, ktéra ,udaje”
liczbe pierwsza w tym sensie, ze spelnia podzielno$é n|a™ — a. O takim kamuflazu
mozna mowic¢ na wiele réznych sposobéw.

Wezmy na warsztat (w miejsce ciagu geometrycznego (a™)) ciag V,, = o™ + ",
gdzie «, [ sa pierwiastkami, by¢ moze zespolonymi, trojmianu kwadratowego
f(X) = X? —aX + b, natomiast a,b sa liczbami catkowitymi. Poczatkowe
wyrazy tego ciagu mozna szybko obliczy¢, stosujac rekurencje: Vo =2, V; = a,
Vit1 = aV,, — bV,,_1 dla n > 1. Stad widaé¢ réwniez, ze (V,,) jest ciagiem liczb
catkowitych. Male twierdzenie Fermata ma nastepujace uogdlnienie:

Lemat 1. Jesli p jest liczbg pierwszq, to V, = V1 (mod p).

Dowaod. Niech p > 2. Zastosujemy wzory na pierwiastki rownania kwadratowego.

P P
Mamy V,, = (%) + (%) , gdzie A = a? — 4b. Po rozwinieciu czeéé

wyrazéw sumy zredukuje sie i otrzymamy

(v-1)/2 o
V, =27PH (ap + Z <2p.>ap2]AJ).

: J
Jj=1
W powyzszej sumie a? = a (mod p), a pozostale skladniki sumy sa catkowite
i podzielne przez p, gdyz p | (2’;) Ponadto 2°~! =1 (mod p) i dlatego
V,=20"",=a+0=V; (mod p).
Przypadek p = 2 pozostawiamy Czytelnikowi. ]

Lemat 1 prowadzi do pierwszego egzemplarza w naszym zoo. Liczbe ztozona n
nazywa sie pseudopierwszq Dicksona, jesli
(D) Vo =Vi (mod n)
i NWD(n,2bA) = 1. Warunek na NWD jest po to, by pominaé trywialne
rozwiazania kongruencji (]E) Okazuje sie, ze sprawdzenie warunku @) mozna
wykonaé¢ niemalze tak szybko jak sprawdzenie, czy a™ = a (mod n) (patrz
¢wiczenie 1).
W poprzednim artykule wspominalidémy o liczbach Carmichaela, ktore spelniaja
a"™ = a (mod n) dla dowolnej liczby naturalnej a. Powstaje naturalne pytanie, czy
istnieja liczby, ktore sa liczbami pseudopierwszymi Dicksona dla dowolnych liczb
catkowitych a, b? Odpowiedz jest twierdzaca, najmniejsza z nich jest

n = 443372888629441 = 17-31-41-43-89-97 - 167 - 331.

W dalszej czesci artykulu przyjrzymy sie wlasnosciom ciagu (A,,), ktéry
zdefiniowany jest przez analogiczna rekurencje, lecz tym razem jest ona rzedu 3:
(1) Ao = 3, A1 = 0, A2 = 2, An+1 = An—l + An_g dla n 2 2.
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