Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 867, 868

Redaguje Marcin E. KUCZMA
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867. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n >
n-elementowy zbior réznych liczb catkowitych M o nastepujacej wlasnosci:

3, dla ktérych istnieje

w kazdym tréjelementowym podzbiorze zbioru M sa dwie liczby, ktorych suma

Termin nadsylania rozwigzan: 31 XII 2023

868. Ciag nieskonczony ai,as, . ..

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
857 (WT = 1,39) i 858 (WT = 3,60)
z numeru 3/2023

1 1
an+1:1+a—+—+...

jest potega liczby 2 o wykladniku catkowitym nieujemnym.

jest dany wzorami: a1 = 1,

1
+— dlan>1

1 a2 Gnp

Wykaza¢ istnienie i znalez¢ warto$é granicy lim (a, — v2n).
n—oo

Norbert Porwol Essen 45,16 . .
Pawel Najman Krakéw 1316 Zadanie 868 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
Radostaw Kujawa ‘Wroctaw 41,33 . . ,
Marcin Kasperski ~ Warszawa 40,29 Rozwigzania zadan z numeru 6/2023
Michal Adamaszek  Kopenhaga 39,80 Pr o oé padat:
Adam Woryna Ruda Sl 38727 rzypominamy tres¢ zadan:
Janusz Fiett Warszawa 36,16 863. Wyznaczyé wszystkie liczby pierwsze p > 2 takie, ze kazda z liczb p + 4k2, gdzie
Szymon Tur 35,35 c=1,2,...,p—1, takze jest liczbg pierwsza.
Piotr Kumor Olsztyn 35,26
Pawel Kubit Krakéw 34,44  864. Znalez¢ liczbe C' > 0 o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej liczby catkowitej n > 1 oraz
Marek Spychata Warszawa 31,52 dla kazdego ukladu liczb rzeczywistych z1, ..., z, spelniajacego warunki z; < ... < x,, oraz
Do matematycznego Klubu 44 dotacza z1 + ...+ x, = 0 zachodzi nieréwnosé
z dalekiej Nadrenii pan Norbert Porwol. "
Witamy! E ix; > Cn E |zl
i=1

Im wigksza statla C, tym lepsze rozwigzanie.
863. Niech p bedzie liczba pierwsza spelniajaca podany oznaczong S’:
warungk. Gdyby bgla to licz.ba pqstaci 4x + L)rr.lieli.bysmy . Z (2 — ;) o Z (2% — ;)
p+4x° = (2x + 1)°, wbrew zadaniu, by warto$ciami Al J
wyrazenia p + 4k* (0 < k < p) byly liczby pierwsze. Zatem 1Si<ksn ISgsm<ksn

p = 4x — 1 dla pewnego calkowitego x > 1. Mozemy
réwniez napisa¢ p = 4y — 9, gdzie oczywiscie y = x + 2.

Wezmy najpierw pod uwage przypadek, gdy ktéras z liczb

x,y ma dzielnik nieparzysty d > 1. Gdyby byt to dzielnik

liczby x, wéwczas, biorac k = %(d — 1) (i zauwazajac, ze

skoro d < z, to 0 < k < p = 4z—1), otrzymaliby$my
p+4k* =4z — 14 (d —1)* = 4z + d* — 2d;

to liczba zlozona, bo dzieli si¢ przez d (i jest wigksza

niz d).

W takim razie jedynie y moze mie¢ dzielnik nieparzysty

d > 1. Jedli d = 3, wéwczas liczba pierwsza p = 4y — 9

dzieli sie przez 3, czyli réwna sie 3. Sprawdzamy, ze p = 3

spetlnia wymagany warunek.

Dalej przyjmijmy, ze d > 3. Bierzemy k = 1(d — 3) (gdzie
znéw d < y, wiec 0 < k < p = 4y—9) i dostajemy
p+4k* =4y — 9+ (d — 3)® = 4y + d* — 6d;
jak poprzednio, to liczba zlozona, bo dzieli si¢ przez d
(i jest wieksza niz d, skoro y > d > 5).

Pozostata mozliwo$é, ze zadna z liczb z,y nie ma dzielnika
nieparzystego d > 1, czyli ze obie sa potegami dwdjki. Przy
tym réznig sie o 2, wigc muszg to by¢ liczby z = 2, y = 4.
Wyznaczaja liczbe pierwsza p = 7. Sprawdzamy, ze i ona
spelnia wymagany warunek.

Stad odpowiedz: szukane liczby p to 31 7, i tylko one.

864. Przyjmijmy, ze 1 < ... < Tm <0< m41 < ...
Suma wszystkich x; jest zerowa, wobec czego
m

(+) > lwil= Z |xz|f22|xz|

=1 i=m+1
Wezmy pod uwage sume liczb nleujemnych, ktéra
oznaczymy S, oraz sume niektérych jej sktadnikéw,
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< Ty

(m,n to stale; sumowanie po wszystkich wskazanych
parach j, k). Jasne, ze S > S’. Przeksztalcamy te wyrazenia:

n k—
S=ZZ S IDIE
k=1 j=1 j=1k=j+1
=Y (k=Dax—Y (n—ja; = (2i—n—1)z =
k=1 j=1 i=1

M:

21x; — n+1 211—2229&

(skorzystaliSmy z zalozenia | z; = 0); i druga suma:

S'=m Z mk—(n—m)ij:

s
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-

k=m-+1
=m Z k] + (n—m )Zw:
k=m-+1 j=1

=m 3Dl 53 =g o3 e

(uzyliémy réwnodci (*)). Nieréwnos$é S > S’, przepisana

teraz jako
1
1 nz‘ml‘a

pokazuje, ze C' = 7 jest stalg uniwersalng, o jaka chodzi.
Zwigkszy¢ jej nie mozna o czym swiadczy przyktad: n = 2,
z1=-1, xz2 =1 (wktérym S = 5").

n

i—1

L S

[Michal Adamaszek, autor zadania, zaproponowal powyzsze
rozwiazanie. Zadanie daje si¢ zrobi¢ kilkoma sposobami, ale
to autorskie rozumowanie wydaje sie najzreczniejsze.]



Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 764, 765
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

764. Na rysunku 1 pokazana jest zaleznosé wspotczynnika n zatamania
o$rodkow I, IT i IIT od wspélrzednej x. Waska wiazka Swiatla
monochromatycznego pada na granice rozdzialu osrodkéw I i II. Dla jakich
katow padania swiatto przejdzie do osrodka III?

765. Na nieruchomy poziomy walec o promieniu r natozona jest cienka obrecz

ni
I 1!
I i 111 o promieniu R (rys. 2). Znalezé okres malych drgan obreczy w plaszczyznie
1,4 : i | pionowej. Nie ma poslizgu miedzy obrecza i walcem.
I\ 1!
120-—4-N Rozwigzania zadan z numeru 6/2023
o
} } I Przypominamy tresé¢ zadan:
I
o
l l : 760. Cienki, gietki sznurek o dlugosci I = 1 m i masie M = 1kg przyczepiony jest dwoma koncami do
1 > sufitu. Odlegto$¢ od sufitu do $rodka sznurka H = 0,1 m. ZnaleZ¢ naprezenie sznurka w najnizszym
Rys. 1 punkcie oraz w odleglosci H/2 od sufitu.
/ 761. W obwodzie przedstawionym na rysunku 3 wskazania amperomierzy A; i As wynosza,
r ! odpowiednio, 0,3 A i 0,2 A. Po zamianie dwéch opornikéw miejscami wskazania te nie zmienily sig.
Jakie jest natezenie pradu plynacego przez baterie? Opory wewnetrzne amperomierzy i baterii sa
zaniedbywalne.
Rys. 2 760. Rozwazmy maly element sznurka o masie AM, ktéry znajduje sie na
wysokosci h, liczac od najnizszego punktu (rys. 4). Poniewaz jego dlugosé jest bardzo
“ mala, przyrost kata nachylenia sznurka A« jest réwniez maly. Warunek rownowagi
o wybranego elementu w kierunku poziomym ma postaé:
» | (T 4+ AT) cos (a + Aa)) = T cos a.
. IR co . .
Rys. 3 W przyblizeniu matych katéw
TLAT (1) AT cosa = TAasina.
/é\ +Aa Warunek rownowagi w kierunku pionowym wyraza réwnanie
(T + AT)sin (o + Aa) =T'sina + AMg,
AH . .
gdzie AM = MAH /lsin a, stad
AMg (2) TAacosa+ ATsina = AMg.
Rys. 4 T Z i otrzymujemy AT = MgAH /I. Wynika stad, ze naprezenie sznurka zmienia
sie z wysokoscia h, zgodnie z wzorem T = To + M gh/l, gdzie To jest szukanym
. I"‘"‘; I3 naprezeniem w najnizszym punkcie.
. Ri il _Bs e W punkcie zawieszenia sznurka Ty = To + M gH/l. Sktadowa pozioma sity T
I I Is wynosi Tp, a pionowa jest rowna poltowie ciezaru sznurka, zatem
2 2 2 2772 /52 2 2 2
S , Tu? = To? + M2g*H?/I? + 2MgHTo /1 = To? + M?g? /4.
Rys. 5 ! Naprezenie sznurka w najnizszym punkcie wynosi:

761. Z 11 prawa Kirchhoffa dla oczek zawierajacych
amperomierz i dwa oporniki (rys. 5) wynika, ze napiecia
na wszystkich opornikach sa takie same. Warunki zadania 9
spelnia zamiana $rodkowego opornika z jednym ze
skrajnych, prowadzaca do réwnosci:

b) Ry = Rs.

Zamiana skrajnych opornikéw (czyli réwnos$é R1 = R3)

a) R1 = R2,

SH 12
W odleglosci H/2 od sufitu: T /e = To + 227 = 12 5N.

2
T0:W<1—4H>212N.

W przypadku a):

I + 12

R =Rl =1L =1= =0,1A,

natezenie pradu plynacego przez baterig
I=1 +(12+13) =0,1A+4+03A=04A.
W przypadku b):

I+ I3

Iy=1Is= =0,15 A,

jest niemozliwa, bo w takim przypadku wskazania obu

amperomierzy bylyby takie same).

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez
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I:I3+(Il +12)=0,15A402A=0,35 A.

wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

o0sé6b, ktére nadestaly rozwigzanie chocéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F'), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktow jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



