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Dla kazdego N € N zachodzi réwnosé

N-1 "~

ST T T
T/N N’
n=0

bedaca szczegdlnym przypadkiem @) Dla

odpowiednio regularnych funkcji f teze

podstawowego twierdzenia analizy

otrzymujemy teraz w granicy N — oo.

Uzyta we wzorze obok calka f dW; to

calka It6. Tak jak poprzednio, znajomosé
tego pojecia, jak réwniez procesu
Wienera, nie ma decydujacego znaczenia
dla lektury dalszej czesci tekstu.
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Rozwigzanie zadania F 1082.
Powietrze spelnia réwnania
dwuatomowego gazu doskonalego. Dla

n moli takiego gazu wypelniajacego
objetoé¢ V' pod cisnieniem p,

w temperaturze bezwzglednej T spelnione
sg zaleznosci:

pV = nRT,
U = CynT,
przy czym dla gazu dwuatomowego
molowe ciepto wlasciwe Cy = 5R/2

(cieplo wlasciwe w stalej objetosci).

a) Jezeli podczas ogrzewania ci$nienie
gazu p bylo stale (oczywiscie takze
objeto$é¢ pokoju V nie zmieniala si¢), to
stala pozostawalta réwniez energia
wewnetrzna U gazu zawartego w pokoju.
b) Zmieniata sie za to liczba moli gazu:
pV

RT"

Liczba moli zmalata wigc od

n, = 2,643 - 10% do ny = 2,463 - 10°.

c) Grzanie nastepowalo pod stalym
ci$nieniem p. Molowe cieplo wlasciwe
gazu doskonatego pod stalym ci$nieniem
Cp = Cv + R. Zwigkszenie temperatury
gazu w pokoju od T do T + dT
wymagalo wigc dostarczenia ciepla:

7T _pV
dQ =n(T)CpdT = —R—=dT.
Q n(T)Cyp 2" RT

n(T) =

Podczas ogrzewania od Ty = 273,15 K do
T, = 293,15 K grzejnik dostarczyl ciepto:

PV (T;,,.>
In|{—).

2 T,

Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy Q = 1,484 - 10° kJ.
Zatozona rownosé ci$nienn w pokoju i na
zewnatrz odpowiada sytuacji typowej —
okna i drzwi nie sg na tyle szczelne, zeby
mogta wystapi¢ réznica ci$nien

z atmosfera na zewnatrz.
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Dyskretny wzér Ito Michat MISKIEWICZ*

Wsréd twierdzen analizy matematycznej jest jedno szczegdlnie wazne, czasem
zwane podstawowym. Opiera sie ono na tozsamosci

(%) ay —ag = (ay —an-1)+ ...+ (a2 —a1) + (a1 — ap),
czyli obserwacji, ze catkowity przyrost (tutaj: ciagu) jest suma lokalnych
przyrostéw. Twierdzenie to stwierdza réwnosé

T
F(T) - £(0) = / F@®)dt  dla dobrych” funkeji f,
0

ale jesli Czytelnik nie zna poje¢ pochodnej f’ oraz calki [...d¢, to nic nie szkodzi.
Intuicyjnie, pierwsze odpowiada lokalnym przyrostom (tutaj: funkcji), a drugie
— sumowaniu wielu sktadnikéw. Twierdzenie to mozna zreszta wywnioskowacé

z réwnosci () (zgodnie z uwaga na marginesie).

W analizie stochastycznej, a wiec dziale analizy zajmujacym sie procesami
losowymi, znane jest podobne twierdzenie pod nazwa wzoru It6. Wzoér ten
okresla zmienno$¢ funkcji f(W;), w ktorej liniowo rosnacy argument 0 < ¢ < T
zastapiono losowym procesem, konkretnie procesem Wienera W,. Proces ten jest
tez znany — zwlaszcza w naukach stosowanych — jako ruch Browna; stuzy on do
opisu chaotycznego ruchu drobnych pytkéw zawieszonych w cieczy, jak réwniez
zmian cen akcji na gieldzie (zob. Ags, A2;). O dziwo, wzér It6 fundamentalnie
rozni sie od poprzedniego wzoru:

T T
1
JWrp) = fWo) = | /(W) dW, + < [ (W) dt,

a wiec oprocz ,sumy lokalnych przyrostéw” (czyli pierwszej z calek) zawiera tez
poprawke drugiego rzedu.

Jak to mozliwe, ze calkowity przyrost okazal sie rozny od calki, ktéra miata
wyrazaé¢ sume lokalnych przyrostéw? Czy da sie to naprawi¢? A moze z tego
dziwnego fenomenu wynika co$ pozytecznego? Na te pytania postaram sie
odpowiedziec¢, siegajac po model najprostszy z mozliwych — dyskretny.

Kroétko o pochodnych dyskretnych. Stowo dyskretny oznacza

w tym kontekécie, ze zamiast funkcji okreslonych dla wszystkich liczb
rzeczywistych bedziemy tu rozwazali funkcje f okreslona jedynie w catkowitych
wielokrotnosciach pewnej ustalonej liczby h > 0, a wiec 0, h, —h, 2h, —2h etc.

O réznicy miedzy Swiatem ciaglym a Swiatem dyskretnym warto przeczytaé
wiecej w artykule Punkt, odcinek, tréjkat. .. z /A3

Klasyczna definicja pochodnej oparta jest na badaniu ilorazu réznicowego
W dla matych d # 0. U nas jednak d nie moze by¢ dowolnie mate.
Najblizszy zeru jest wybor d = +h, co daje dwéch potencjalnych kandydatéw
na dyskretng pochodng: f(m+h});f(x) oraz f(x)_i(x_h). Nie widaé¢ jednak, dlaczego
ktorys z kierunkéw prawo-lewo miatby byé wyrdzniony, dlatego przyjmiemy
symetryczna usredniong definicje:

1 _ e flx+h)
— feth)=f(=) | f@=flz=h)) _
Df(a) = 5 (L=t o Sefleh))

—flz—h)
2h '
Druga pochodna natomiast wprowadza si¢ jako pochodng pochodnej. W naszym
przypadku bedzie wiec naturalne rozwazenie ilorazu réznicowego ilorazéw
réznicowych:
240 . fle+h)+ flz—h) —2f(x)
Dof@) =y ( h2

O btadzeniu losowym — dyskretnym krewnym ;. Funkcje f zastosujemy
do procesu losowego zwanego blgdzeniem losowym. Nazwa ta dobrze oddaje,

o co chodzi: startujemy z punktu 0 i wielokrotnie rzucamy moneta, zaleznie

od wyniku poruszajac sie w lewo lub w prawo. Przyjmiemy, ze kolejne kroki
maja dtugosé h kazdy — dzieki czemu zawsze trafiamy w punkt okreslonosci f

— i ze nastepuja one w odstepach czasowych h2. Pozycje w chwili ¢ oznaczymy
przez Sy; rozktad prawdopodobienstwa S; dla t = 0, h2, 2h? ilustrujg wykresy
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L (fa+h)—f@)

h

f(w)*f(w*h)) —
h


https://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/fizyka_statystyczna/2017/08/22/Ruchy_Browna_I/
https://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/fizyka_statystyczna/2017/08/22/Ruchy_Browna_II/
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/planimetria/2016/02/03/Punkt_odcinek_trojkat/

0,05 |- |

2h

0,5 |- ]

0,25 |- |

0,5

0,25

—2h —h O h

2h

Powyzej rozktad prawdopodobienistwa Sy
dla t = 0, h%,2h%. A ponizej rozklad S;
dla h = % (czyli po 25 krokach),
zaskakujaco podobny do wykresu
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Warto si¢ dowiedzie¢, czym sa martyngaly
i jak pozyteczna moze by¢ wiedza, ze
dany proces jest martyngatem:

Pawel Hitczenko, Martyngaly, ASBA

Rafal Sztencel, Martyngaly, Ag7.

Rafal Sztencel, Kontra d’Alemberta na
twierdzenie Dooba, A87.

Uwaga o niezaleznoSci ]ES% od wyboru h
(a doktadniej od N) sugeruje, ze przy

N — oo mozna oczekiwaé zbieznosci St.
I stusznie, ta zmienna losowa zbiega do
W, czyli do polozenia procesu Wienera
po czasie T. Wybér $redniej kwadratowe]j
(zamiast np. E |S7|%) ma tu znaczenie
jedynie dla prostoty rozumowania.

obok. Wybér odstepu czasowego h? zamiast, powiedzmy, h wydaje sie dziwny,
ale sa ku niemu dobre powody, do ktérych jeszcze dojdziemy.

Zgodnie z obietnica, zbadamy teraz zmiennos$é f(S;). W przyplywie naiwnosci
mogliby$my oczekiwaé, ze przyrost f(S;inz) — f(S¢) jest réwny wielkosci
(Siinz — St) - Df(Sy); sumujac po réznych ¢, otrzymaliby$my wtedy réwnosé
podobng do tej z dowodu podstawowego twierdzenia analizy. Jak jednak tatwo

f(S,H,h?)_f(St)

zauwazy¢, iloraz réznicowy jest rowny ktéremus z ilorazéow

Sy pn2—St
I = W, jednak ktéremu — to jest losowe. Jako ze D f(S;) jest érednia
I +1_ .. . F(Syin2)—f(St) R S .
%, to réznica miedzy % a Df(S;) wynosi 5=, gdzie znak

jest dobrany w zgodzie z S; 2 — S;. Tym samym przekonali$my sie, ze zachodzi
rownosé

(o) (Siine) = J(51) = (Suans = 80) - DI(S) + 5 (Susre = S)% - DA(S0),

I w ten sposob otrzymaliémy poprawke drugiego rzedu, analogiczng do tej
we wzorze [to. Podobienistwo widaé najlepiej, gdy przyjmiemy T = Nh?
(dla pewnego naturalnego N) i w duchu zsumujemy otrzymana rownosé (]Z*I)
dla wszystkich 0 < t < T bedacych wielokrotnoéciami h?:
N-1 p2 N-1

F(S7) = f(S0) = ;<S<n+1>hz = Sun2) - Df (Sun2) + 5 ZO D2 f(Sun2).
Warto przy tym wspomnieé, ze Sy stanowi przyblizenie procesu Wienera Wy, co
oznacza, ze w granicy h — 0 rzeczywiscie otrzymujemy — choé¢ wylacznie formalnie
— wzdér 1t6.

Do czego ta poprawka sie przydaje? Dyskretny wzér It6 w postaci podanej
wyzej ma jedng kluczowa ceche, ktora czyni go pozytecznym: pierwsza z sum po
prawej stronie jest martyngalem. Zeby te zalete zrozumie¢ i nalezycie docenié,
rzeczywiscie nalezaloby posiada¢ pewna wiedze o martyngalach, dlatego polecam
Czytelnikowi siegna¢ po archiwalne numery Delty (szczegbly na marginesie).

Jednak nawet bez tej wiedzy mozna znalez¢ latwe a interesujace zastosowanie.
Ustalmy horyzont czasowy T' = Nh? oraz funkcje f. Powiedzmy, Ze interesuje nas
warto$¢ oczekiwana E f(St), czyli $rednia z mozliwych wartosci f(St) (wazona
prawdopodobiefistwem otrzymania danej wartosci). Zgodnie z dyskretnym
wzorem It0, dla jej znalezienia wystarczy obliczy¢ srednia obu sum po prawej
stronie wzoru; uzasadnimy, ze pierwsza z nich ma $rednig réwna zeru.

Zwréémy uwage na n-ty sktadnik: (Si,11)n2 — Spa2) - Df(Spa2). Jedli ustalimy
warto$¢ Syp2, to ustali si¢ rowniez D f(Syp2), ale réznica S(,41)n2 — Snp2 nadal
pozostaje losowa — przyjmuje wartosci +h i —h z prawdopodobienstwem %
To oznacza, ze rowniez badany skladnik przyjmuje dwie przeciwne wartosci
z réwnym prawdopodobienistwem, a wiec ma zerowa srednia. Poniewaz nie
zalezy to od ustalonej wartosci S,,;,2, wiec zerowa $rednig otrzymamy réwniez,
biorac pod uwage losowosé S,,p2. Skoro tak jest dla kazdego n, to samo mozemy
powiedzie¢ o calej sumie. W konsekwencji:
p2 N1
E f(S1) = f(0) + 5 D ED*f(Sun2)-

n=0
Dla przykladu rozwazmy teraz funkcje f(x) = z2. Latwo si¢ przekonaé, ze
D?f(x) = 2 dla kazdego x, a zatem kazda ze $rednich E D? f(S,,;2) tez wynosi 2.
Biorac pod uwage réwnoéé h? = %, uzyskujemy stad E S2 = T, co samo w sobie
jest interesujacym wynikiem.

Ten przyklad pokazuje nam jeszcze jedna rzecz. Gdybysmy za odstep miedzy
dwoma krokami przyjeli h zamiast h?, to powyzszy rachunek w miejsce T
datby T - h. Okazuje sie wiec, ze ,nieréwne” skalowanie w przestrzeni i czasie

— w rownaniach rézniczkowych znane jako skalowanie paraboliczne — jest jedynym
wyborem, jedli chcemy, by wyboér parametru h nie mial przelozenia na Srednia
kwadratowa odlegto$é¢ po czasie T

A czy niechcianej poprawki da sie pozbyé? Da sie! Zeby to zobaczyé¢,
zauwazmy najpierw, ze dla prawdziwosci wzoru wystarczy, aby
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Czytelnik znajacy calke Riemanna

T
fo g(t) dt wie, ze jest ona pozbawiona
haczyka, o ktérym tu mowa. Catke te
przyblizamy, dzielac [0, T] na drobne
przedzialy [ty,try1] i sumujac
ap - (tk4+1 — tk), Przy czym za ajp mozemy
przyjaé¢ warto$¢ g w dowolnym punkcie
z [tk, tk+1], lub tez Srednig tych wartosci.

St, S¢inz byly liczbami rézniacymi si¢ o +h. Skoro tak, to prawdziwy jest
réowniez analogiczny wzér, w ktérym S; i Siyp2 zamienimy miejscami. Te
dwa wzory — réwnosé i jej odwrocona wersje — mozemy odjaé¢ stronami
i podzieli¢ przez 2, otrzymujac

DF(S)+DF(S h?
F(Stin2) = £(S0) = (Supne = S) - 2LEGIC2) 4 2 (D2 (8) = D2f(S10)).
Jesli teraz zsumujemy po 0 < t < T jak poprzednio, to feralna poprawka

2
przyjmuje postaé %(sz(So) — D?f(S7)). Co prawda nie znika zupelnie, ale jest
duzo mniejsza niz poprzednio, bo zamiast N wyrazéw sa tylko 2. To oznacza, ze
w granicy h — 0 otrzymujemy (znéw: formalnie) wzér Ito, ale tym razem bez

zadnej poprawki.

Gdzie tkwi haczyk? Ot6z brzemienna w skutkach okazala si¢ niewinna zamiana
s s . L . . . y .

Df(S;) na w. Zmiennosé¢ Sy (i podobnie zmienno$é W) jest

na tyle duza, ze powstala réznica nie znika przy przejéciu do granicy h — 0.

Otrzymany przez nas wzor zapisuje sie zazwyczaj jako

T
F(Wr) — F(Wo) = / F(W,) 0 AW,
0

przez uzycie symbolu o sygnalizujac, ze mamy tu do czynienia z tak zwana calka
Stratonowicza, a nie caltka Ito.

Skoro dla proceséw stochastycznych mamy dwa rézne pojecia catki, to ktére
wybraé¢? To pytanie pozostawiam juz Czytelnikowi, bo za kazdg z mozliwosci
przemawiaja pewne zalety, ktére tutaj zostaly ledwo zarysowane.

Recenzja ksigzki Czy Wszechswiat mysli? I inne wazne pytania nauki

SABINE HOSSENFELDER

Wszechswiat
mysli?
»

,

pytania nauki

inne WAZNe

Dla kogo te ksiazke przeznaczono? Dla fizykéw chyba
nie, za bardzo przeslizguje sie po tematach, choé¢

z pewnoscia moze stuzy¢ za lekka lekture wakacyjna.
Dla kompletnych laikéw tym bardziej nie, gdyz

Czy Wszechswiat mysli? bardziej niz ksiazka o tym, co wiemy, jest ksiazka

o tym, czego nie wiemy, i by¢ moze dowiedzieé sie nie jesteSmy w stanie. Sabine
Hossenfelder w przystepny sposéb pokazuje czytelnikowi dzisiejsze granice
poznania oraz jasno okresla, w ktorym momencie konczy sie nauka, a zaczyna
naukowy betkot. Jednocze$nie czyni to ze swada i nie wdajac si¢ zbytnio

w szczegOly, dzieki czemu odbiorcy nie dopada senno$é. Gdyby Jeremy Clarkson
pisal o fizyce, z pewnoscia robitby to wlasnie tak.

Autorka nie uznaje zadnych $wietosci (,,naukowosci”?) i nawet czeSciej niz
bioenergoterapeutow czy wrézki punktuje uczonych, ktérzy zbyt daleko
odplyneli w regiony niemozliwej do zweryfikowania spekulacji (np. glosicieli
koncepcji wielo$wiata). Podczas lektury mialem nieodparte skojarzenie

z telewizyjnymi Pogromcami mitéw: w kazdym rozdziale pisarka bierze na
warsztat jaki$ ,,mit”, tj. pytanie (np. czy nasze zmarte babcie wciaz zyja
dzigki kwantom), po czym okresla, czy w ogdle da si¢ na nie odpowiedzieé,
wykorzystujac metody naukowe, a jesli tak — to jak ta odpowiedz brzmi.

co stanowt jedynie promil zbioréow dobrej biblioteki.
Sztuka polega na tym, by wiedzied, ktore przeczytad.
Ksiazka Sabiny Hossenfelder raczej nie nalezy
do pozycji ,obowigzkowych” i nie sadze, by za

z nadmierna dezynwoltura skacze z watku na watek, co
osobie bez chociaz zgrubnego pojecia o przedstawianych
zagadnieniach raczej uniemozliwi potapanie si¢ w nich.
Dla amatorow, ktorzy moze nie nabyli biegltosci

w calkach i rézniczkach, ale za to nieobce im sg
nazwiska Feynmana, Godla czy Hoyle’a — tak, ci
powinni poczué sie nig usatysfakcjonowani.

Czy Wszechswiat mysli? rozpoczyna sie od cytatu

z Carla Sagana®, mnie na zakornczenie recenzji
réwniez przychodzi na mys$l passus tego autora:
Zakladajgc, ze bede czytal jedng ksigzke tygodniowo,
w ciggu swojego zycia przeczytam ich kilka tysiecy,
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kilkadziesiat lat dorobila si¢ takiego statusu, jak
twérezoéé popularnonaukowa Sagana, Hawkinga czy
Goulda. Niemniej istnieje bardzo dobry powdd, aby
ja przeczytaé: dzieki niej macie szanse dowiedzie¢
sie, ile jest ,,cukru w cukrze” w przebijajacych sie do
masowych mediéw popularnonaukowych stwierdzeniach.
I Ze czasem sa one jedynie ubranym w naukowy jezyk
wyznaniem wiary.

Mateusz RAJKOWSKI
* ,Moim zdaniem dalece bardziej rozsadne jest pojmowanie
wszechswiata takim, jaki jest w rzeczywistosci, niz pozostawanie
przy urojeniach, cho¢by przynosily one satysfakcje i uspokojenie.”

Carl Sagan, Swiat nawiedzany przez demony: nauka jako swiatlo
w mroku, Poznan 1999, s. 26.
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