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Wektory — czesé 1
Ba,’f'ﬂOmZG] BZDEGA Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Wektory sa obiektami z pogranicza dwéch swiatéw — algebraicznego

i geometrycznego. Cala filozofie stosowania rachunku wektorowego do
rozwigzywania zadan z geometrii mozna streéci¢ w jednym zdaniu: pozwalaja one
zamieni¢ problem geometryczny na problem czysto algebraiczny. Tutaj wymienimy
kilka podstawowych wlasnoséci wektoréw, pomijajac uzasadnienia — Czytelnik
moze uzupelni¢ je samodzielnie lub znalez¢é w dobrym podreczniku do geometrii
analitycznej.

Zacznijmy od geometrii. Niech A = (x4,y4) 1 B = (zB,ys) beda dowolnymi
punktami na plaszczyznie. Przez wektor ﬁ rozumieé¢ bedziemy odcinek

z wyrdznionym poczatkiem A i konncem B. Wektory Ay By i As By uznajemy

za rowne, jezeli srodki odcinkéw Aj Bs oraz As By pokrywaja sie. Wektory A
i BA nazywamy przeciwnymi. Szczegblnym przypadkiem wektora jest wektor
zerowy 0 = AA.

Z punktu widzenia algebry wektorem na plaszczyznie bedziemy nazywaé
uporzgdkowang pare liczb rzeczywistych: U = AB = (xg — 2 A,y — Ya) = (Ty, Yo )-
Jednej parze uporzadkowanej (x,,y,) odpowiada nieskoniczenie wiele odcinkéw A

i kazde dwa z nich sa réwne w sensie opisanym w poprzednim akapicie. Wektorem
przeciwnym do U = (zy,yy) jest =0 = (—xy, —Yo).

Dodawanie wektoréw i mnozenie ich przez skalar (liczbe) latwo sie definiuje dla
postaci algebraicznej:

(Tu, Yu) + (o, Yo) = (Tu + T, Yu + Yo), a(xy, yv) = (azy, ayy).
Dla wszystkich wektoréw w, U, w oraz skalaréw a, b zachodzg réwnoéci:
U+ =044, (U+7)+d=u+ (V+ ), (ab)¥ = a(b?),
(a+b)U=at+ bV, a(d+9)=atd+al.
Pierwsza to przemiennosé, kolejne dwie to prawa tacznoéci, a ostatnie dwie — prawa

rozdzielnosci. Dzigki powyzszym wlasnoéciom mozemy wykonywaé dziatania na
wektorach praktycznie tak samo jak na liczbach.

Jesli wybierzemy punkty A, B, C, dla ktérych @ = AB i & = BC, to

U+ v = AC. Nazywamy to regulg trdjkgta. Wynika z niej w szczegdlnosci, ze
s o Lo I .. , .,

E + B? + CA = 0. Jezeli zatem mamy wektory u, ¥, W spelniajace réwnosé

@+ U+ @ = 0, to mozemy utworzy¢ z nich tréjkat (byé moze zdegenerowany),

przesuwajac je rownolegle. Stosujac réwnosé E + B? = 1@ oraz indukcje,

dowodzimy, ze A1 Ay + Ag Az + ...+ A,_1A, = A1 A, lub réwnowaznie

A Ay + AgAs+ ...+ Ay 1A, + AL A; =0,

Dlugoscig wektora T = (24, y,) = AB nazywamy liczbe |0] = |[AB| = /22 + y2. Dla
kazdego rzeczywistego a zachodzi ré6wnosé |av| = |a| - |¥]. Dla a > 0 wektor a?’ ma
ten sam zwrot co wektor @, dla a < 0 — przeciwny. Na koniec: 07 = 0. Niezerowe
wektory @ i ¥ sa rdwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki skalar a, ze @ = a¥.
Zachodzi nierdwnosé tréjkgta |4 + U] < || + |¥], a indukcyjnie mozna wykazaé, ze

[0+ 03+ ...+ 0a| < [01|+ (03] + ... + [val.

Zadania

1. Punkty A, B, C, D leza na plaszczyznie. Punkty M i N sa $rodkami odcinkow
odpowiednio AB i CD. Udowodni¢, ze 2| M N| < |BC| + |DA].

2. Udowodnié, ze v2a2 + 202 — 2 < V202 +2c2 — a2+ v2c2 + 242 — b2 dlaa, b, ¢
bedacych dtugosciami bokéw tréojkata.

3. Czworokaty APQB, BRSC i CTU A sa rownolegltobokami. Wykazacé, ze
z odcinkéw QR, ST, UP mozna zbudowaé tréjkat (by¢é moze zdegenerowany).

4. Pie¢ réznych punktow A, B, C, D, E lezy na plaszczyznie. Punkty K, L, M,
N sg $rodkami odcinkéw odpowiednio AB, BC, CD, DE. Punkty P, ) sa
$rodkami odcinkéw odpowiednio KM, LN. Udowodnié, ze PQ || AE.

5. Punkty E, F', G leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB tréjkata ABC, przy
czym 2|AG| = |GBJ|, 2|BE| = |EC| oraz 2|CF| = |[FA|. Punkty P i @ leza na
odcinkach odpowiednio EG i FG, przy czym 2|EP| = |PG| oraz 2|GQ| = |QF|.
Dowiesé, ze czworokat AGPQ jest réwnoleglobokiem.

25



