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Rozwigzanie zadania F 1079.
Dzwon jest wahadlem fizycznym.

W rozwiazaniu przyjmiemy, ze ruch
wahadlowy dzwonu przebiega jak ruch
wahadla matematycznego o masie m

i dlugosci I. Niech ¢ oznacza chwilowy
kat odchylenia wahadla od pionu. Na
wahadlo dziata sita ciezkosci mg (cigzar
dzwonu; § to przyspieszenie ziemskie)
isila R, z jaka o$ zawieszenia dziala na
dzwon. Podczas ruchu przyspieszenie @
masy m spelnia réwnanie:

ma = mg + R,

a wiec B = ma@ — mg. Wahania dzwonu
odpowiadajg ruchowi masy m po okregu
o promieniu [l. Przyspieszenie @ ma dwie
sktadowe: styczna do okregu as = —gsing
(skierowana w kierunku malenia )

i ,,dosrodkowa” aq = 1:2/1 w kierunku osi
v oznacza chwilowg predkos¢ masy m.
Zasada zachowania energii pozwala
wyznaczy¢ v:

"2
muv

= mgl(cos p — cos¢g),

. 2 .
a wiec v°/l = 2g(cos ¢ — cos ¢p). Mozemy

teraz wyznaczy¢ sktadowe sity R (sity,
z jaka o$ zawieszenia dziala na mas¢ m):
pionowa R, (0$ y jest skierowana w gore)
i pozioma R,. Otrzymujemy:
R, = —mgsin ¢ cos ¢—
— 2mgsin p(cos ¢ — cos ¢g),
Ry = — in?
by = —mgsin” o+

+ 2mg cos p(cos ¢ — cos pg) + mg.
Dla potozenia pionowego
wahadla (sin ¢ = 0) sktadowa R, osiaga
maksimum. Jesli wynosi ono 3mg, to
znaczy, ze @9 = 7/2. Sktadowa pozioma
wynosi wéwczas
R, = —3mgsin ¢ cos ¢ = —3mgsin(2¢)/2
i dla ¢ = +7m/4 osigga najwickszg wartosé
bezwzgledng réwna 3mg/2.
Z naszych obliczen wynika, ze podczas
dzwonienia ,,Zygmunta” o masie
m &~ 12 000 kg na o$ zawieszenia dzwonu
dziala pozioma sila oscylujaca miedzy
warto$ciami okoto +180 000 N. Nic
dziwnego, ze juz po 37 latach od
zawieszenia dzownu konieczny byl remont
wiezy, w ktérej jest zawieszony.

Rys. 1. Diagram tréjlistnika

Po co teoria wezléw biologowi?
Izabela. MANDLA*

Mimo ze matematyka i biologia sa czesto ,wrzucane do tego samego worka”
jako nauki matematyczno-przyrodnicze, to nie zawsze jest nam latwo znalezé
powiazania miedzy nimi. Oczywiscie mozna dojé¢ do wniosku, ze tacza sie one
posrednio poprzez fizyke i chemie, ale czy sa jakie$ bardziej rzucajace sie w oczy
zwiazki?

Okazuje sig, ze jak najbardziej. Pewnym nieoczywistym przyktadem jest

teoria wezléw. W XIX wieku dziedzina ta byta niezwykle popularna nie tylko
wéréd matematykéw. Wtedy bowiem powstata hipoteza, wedle ktérej atomy

sa pewnego rodzaju weztami na tkaninie eteru. Teoria ta okazala sie pdzniej
falszywa, jednak w owym czasie zachecita wielu chemikéw do prowadzenia badan
nad wezlami. I zanim temat zostal przez nich porzucony, powstalo wiele ,tablic
wezlow”, a sama teoria zyskata jeszcze wicksze zainteresowanie matematykow.
Zapewne nikt nie przypuszczal, ze prawie sto lat péZniej biochemicy wréca do
badania wezléw po tym, gdy zostana one odkryte w strukturach DNA.

Kwas deoksyrybonukleinowy, w skrocie DNA, sklada sie z nukleotydéw
zbudowanych z deoksyrybozy, grupy fosforanowej i jednej z czterech zasad
azotowych — adeniny, guaniny, tyminy albo cytozyny. Nukleotydy te sa ze soba
powiazane za pomocg wigzan wodorowych, tak aby czasteczka cukru jednego

z nich polaczyla sie z grupa fosforanowa drugiego. Nie jest to jednak jedyna
regula dotyczaca tworzenia DNA. Zasady bowiem lacza sie wzajemnie w taki
sposob, ze cytozyna laczy sie¢ zawsze w pare z adening, a guanina z tyminag.
Ulozone w ten sposob nici przypominaja szczebelki w drabinie. Wspdlnie tworza
ksztalt podwdjnej helisy.

Gdyby komoérka miata wielkosé pitki do koszykéwki, to dlugosé znajdujacego
si¢ w niej DNA powinna by¢ réwna okoto 200 kilometréw. Przekazuje ono cala
informacje potrzebna do zycia i zapewnia réznorodnosé biologiczng. Aby to
zrobié, jedna ni¢ musi zawiera¢ miliony nukleotydow. Co wiecej, okazuje sie, ze
material ten bardzo tatwo sie placze, co utrudnia jego replikacje i modyfikacje.
Na szczeécie w komorkach wystepuja specjalne enzymy zwane topoizomerazami,
ktorych zadaniem jest odpowiednia zmiana nici. Musza one przecia¢ jedng lub
obie nici DNA, a nastepnie je rozplata¢. W ten sposéb mozliwe jest naprawienie
wystepujacych nieprawidtowosci bez koniecznoéci obracania calej czasteczki.
Proces ten mozna poréwnaé do rozplatywania wezla.

Tutaj wlasnie pojawia si¢ teoria weztéow. Jej podstawowymi pojeciami sa wezty
(czyli krzywe zamkniete) oraz sploty (czyli zbiory kilku takich krzywych).
Najprostszym przykladem wezta bedzie okrag. Zaréwno wezly, jak i sploty
rozpatrujemy w tréjwymiarowej przestrzeni.

Jesli wezel wyobrazimy sobie jako nitke, to jego diagram powstaje przez
rozplaszczenie nitki na kartce papieru, z zaznaczeniem, ktora jej cze$é¢ znajduje
sie ,nad”, a ktéra ,pod” (rys.|1).

Wyobrazmy sobie teraz okragla obrecz oraz dwie elastyczne nici o konicach
przymocowanych do obreczy w pewnych czterech jej wyréznionych punktach.
Punkty te oznaczymy przez NW, NE, SW i SE, tak jak w kompasie. Taka
konfiguracje nazwiemy suplem. Rysunek [2| przedstawia najprostsze przyktady.

( ) N®E N®E N@
SW SE SW SE SW SE SW SE

Rys. 2. Najprostsze rodzaje suptéw
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Rozwigzanie zadania M 1756.
Dodajac wszystkie rownoéci stronami oraz
wykonujac zmudne przeksztalcenia
algebraiczne, dochodzimy do réwnosci:

2

(x1 —x2)” + (2 — (1:3)2 + (z3 — :Iir|>2+
+ (x4 — 17;,)2 + (x5 — z1)2 =0,

z ktorej wynika, ze

1 = T2 = T3 = T4 = T5. Latwo sprawdzic,
ze kazda pigtka postaci (¢,t,t,t,t), gdzie
t € R, spelnia warunki zadania.

NwW NE

SW SE

Rys. 4. Przyklad supta niewymiernego

NW

Rys. 5. Wezet N(T')

Rys. 6. Supel T7 4+ T

Pierwsze dwa suply na rysunku [2| oznaczamy kolejno jako oo i (0) (w dalszej
czesci tekstu ta konwencja stanie sig zrozumiala). Teraz pomyslmy, ze owa
obrecz jest okregiem wielkim pewnej przezroczystej sfery. Mozemy zamienié
miejscami punkty SW i SE (i tym samym korice przyczepionych w tych
punktach nici) poprzez obrét ,dolnej” pélsfery (,gérna” pozostawiajac
nieruchomo, troche jak w kostce Rubika). Podobnie mozemy zamieni¢ miejscami
korice NE i SE. Kazdy supel, ktéry powstanie z supléw oo i (0) przez wykonanie
sekwencji tych operacji nazwiemy suptem wymiernym. Przyklady przedstawia
rysunek ponizej.

N@ N@I;E N@E NbNE
SW SE SW SE SW SE SW SE

Rys. 3. Przyktad supléw wymiernych powstalych przez przeksztalcenie supta (0)

Dostajemy rowniez od razu naturalny sposéb oznaczania suptéw wymiernych —
sg one zdefiniowane przez skoniczony ciag liczb catkowitych, okreslajacych liczbe
wykonywanych obrotéw poélsfer. Przyjmujemy nastepujaca konwencje: jedli obrot
powoduje, ze nitka ,,nad” na nowo utworzonych skrzyzowaniach ma ,,dodatnie
nachylenie”, to zapisujemy go jako liczbe dodatnia, a jesli ,,ujemne nachylenie”,
to ujemna. Ponadto gdy liczba wyrazéow w ciggu jest nieparzysta, zaczynamy od
przeksztalcania supla (0), natomiast w przeciwnym wypadku rozpoczynamy od
supta oznaczonego co. Dzigki temu ostatnia liczba w ciagu zawsze opisuje obroty
wokol osi poziome;j.

Zobaczmy, jak zastosowaé te notacje do sytuacji z rysunku [3] Zaczynamy

od supla (0). Obracajac czterokrotnie pélsfere z punktami NE i SE w lewo,
otrzymamy supet (—4). Nastepnie obr6émy pélsfere z punktami SW i SE dwa
razy w lewo. Otrzymany supel mozemy zapisaé jako (—4,2,0). Na koniec wracamy
do pierwszej pélsfery, obracajac ja dwukrotnie w prawo, otrzymujac (—4, 2, 2).

Warto zwroci¢ uwage, ze nie wszystkie suply sa wymierne. Na przyklad supel
z rysunku {| nie moze zostaé¢ uzyskany z opisanych przeksztalcen supta (0)
czy oo. Nie pozwala na to utworzona na prawej stronie petla.

Aby z supta zrobié¢ wezel, mozna na przyklad potaczyé sznurkiem konice NW
i NE oraz SW i SE. Wynik zastosowania tej operacji na suple T bedziemy
oznaczali N(T) (rys. [5).

Dodawaniem dwdéch suptéw bedziemy natomiast nazywali taczenie ich poprzez
zlaczenie konca NE jednego supla z koricem NW drugiego i analogicznie SE

z SW (rys. @ Oczywiscie, aby uzyskac supel w przedstawionym wczesniej
rozumieniu, nalezaloby jeszcze ,,przepia¢” wolne konce na nowa obrecz — nie
bedziemy jednak dalej zwraca¢ uwagi na ten drobiazg.

Mozna zauwazy¢, ze dodanie supta (0) niczego nie zmienia. Jest to tak naprawde
bowiem przedhuzenie fragmentéw wezla stykajacych sie z okregiem. Niezaleznie,
czy dodamy (0) z prawej, czy z lewej strony, efekt jest ten sam. Nasuwa sie wiec
pytanie, czy dodawanie suptow jest przemienne. Okazuje sig, ze ta wlasnosé nie
zawsze zachodzi. Prawda jest rowniez to, ze suma dwoch wymiernych suptéow
wecale nie musi by¢ wymierna. Polecamy Czytelnikowi znalezé dwa wymierne
suply, ktérych suma daje niewymierny supel z rysunku 4| (odpowiedZ na konicu
artykutu).

Z takiego spojrzenia na wezly skorzystano w artykule [3]. Analizuje sie tam
DNA koliste, czyli takie, w ktérym korice nici podwdjnej helisy sa ze soba
potaczone. Wystepuje ono w wielu wirusach i bakteriach, a takze w ludzkich
mitochondriach.

Przyjrzyjmy sie procesowi dzialania enzymu. Wezmy koliste DNA, ktére posiada
dwa wezly. Supel, na ktory bedzie dziatal enzym, nazywiemy T, natomiast
fragment oznaczany litera S pozostanie niezmieniany. Enzym bedzie zastgpowal
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Rys. 7. Schemat dzialania enzymu.
Supel T zostaje zastapiony suplem R

S

Rys. 8. Splot Hopfa oraz wezel é6semkowy
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Rys. 9. Splot Whiteheada oraz wezet
N(12111)
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fragment T innym suplem oznaczonym przez R. W badaniu wiemy, od jakiej
substancji zaczynaliSmy i jaka uzyskamy. Nie wiemy jednak, jakiego typu wezly
byly na naszym DNA.

Wtedy mozemy zapisa¢ powyzsze rozumowanie jako uklad réwnan suptowych:
N(S + T) = substrat
N(S 4+ R) = produkt.

Zakladamy, ze suply T i R sa niezalezne wzgledem supla S, co znajduje
potwierdzenie w obserwacjach procesow biologicznych.

Przyjrzyjmy sie dzialaniu enzymu Tn3 rezolwazy. Enzym ten dziata zwykle
w ten sposob, ze zastepuje supet T suptem R i zostawia fragment DNA.
Zdarza sie jednak, ze powtérzy on swoje dzialanie i przeksztalci supet T na
dwa suply R, a czasem nawet na trzy lub wigcej. Po przeprowadzeniu serii
eksperymentéw zaobserwowano, jakie wezty mozemy uzyskaé w zaleznosci
od ilosci powtérzen dziatan enzymu. Mozna zapisaé¢ te wyniki w nastepujacy
sposdb:
N(S+T)=N(1),
N(S+ R) = N(2),
N(S+ R+ R)=N(2,2),
N(S+ R+ R+ R) = N(11111),
przy czym N (1) odpowiada okregowi, N(2) splotowi Hopfa, N(2,2) wezlowi
6semkowemu (rys. , a N(11111) splotowi Whiteheada (rys. E[) Okazuje sie, ze
jedynym rozwigzaniem jest
S =(3,0)
R=(-1).

Co wiecej, wéwcezas N(S+ R+ R+ R+ R) = N(12111), i wezel ten rzeczywiscie
zostal zaobserwowany podczas dalszych eksperymentéw, co moze utwierdzaé

w przekonaniu, ze uzyskany wniosek dotyczacy dzialania enzymu jest stuszny.
Caly proces dzialania enzymu zostal przedstawiony na rysunku [I0]

= -

> @l%x%lz >

Rys. 10. Wezly dla enzymu Tn3 rezolwazy

Obserwujac, jak zmieniaja sie substancje (traktowane jako wezly) podczas
eksperymentéw, i rozwigzujac réwnania suptowe, biolodzy moga badaé¢ dziatanie
enzymo6w. Nie jest to jednak jedyne zastosowanie teorii weztow. Korzysta

sie z niej bowiem takze podczas badania bialek czy chociazby w mechanice
statystycznej i wielu innych dziedzinach. Kto by przypuszczal, ze ten teoretyczny
obszar badan znajdzie tak wiele zastosowan?
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Odpowiedz na zadane w tekscie pytanie: supel z rysunku [4f mozna otrzymac¢, dodajac supty (2, 0)
i(—2,-2,0).
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