Alea itacta est — KosSci zostaly rzucone Piotr FLAGA*

*Uczeni, VIII Liceum Ogdlnoksztalcace im. Marii Sktodowskiej-Curie w Katowicach

Czy kiedykolwiek zastanawiales sig, Czytelniku, jaka
jest szansa, zeby w 100 rzutach moneta otrzymac serie
5 takich samych wynikéw pod rzad? Jestem przekonany,
ze wigkszo$¢ z nas odpowiedziataby, ze niewielka.
Rowniez nalezatem do tych oséb, jednak pewnego dnia
przeczytalem bardzo interesujacy artykul, w ktérym
autor opowiedzial anegdote o pewnym profesorze.

Ow nauczyciel zadal swoim uczniom nastepujaca prace
domowa. Rzué¢ 100 razy monetq, a wyniki zapisz na
kartce w postaci OROORR. . .

Nastepnego dnia profesor sprawdzil, czy studenci
wykonali zadanie. Ku ich zdziwieniu, potrafil bezblednie
okredli¢, kto faktycznie rzucit moneta 100 razy, a kto
zapisal na kartce 100 pseudolosowych wynikéow. W jaki
sposéb wykryl oszustwa? OdpowiedZ na to pytanie

Nastepnego dnia otrzymalem odpowiedz, ktora
chciatbym sie podzieli¢ z Czytelnikami.

Ze wzgledu na przejrzystosé tekstu postanowilem troche
zmodyfikowaé postawione pytanie. Monete zamienimy
na szescienng kostke do gry oraz zredukujemy
oczekiwang liczbe takich samych wynikéow z 5 do 3.
Teraz mozemy sformulowaé ostateczne pytanie, ktére
bedzie towarzyszy¢ nam do konca tego artykutu: Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze w 100 rzutach szescienna
kostka do gry uzyskamy seri¢ 3 takich samych wynikéw
pod rzad? Na przyklad: 333 lub 222 lub 555.

W celu zilustrowania problemu przygotowalem
przyktadowe wyniki, jakie moglibysmy ujrzeé¢ po
rzuceniu kostka 6 razy.

jest bardzo prosta: patrzyl, czy pojawila si¢ seria
pieciu takich samych wynikéw! Ten temat bardzo mnie
zainteresowal, dlatego postanowilem zapyta¢ mojego
nauczyciela matematyki, dr. Piotra Kalembe, w jaki
spos6éb mozemy obliczy¢ szanse na takie zdarzenie.
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W jaki sposéb mozemy kontrolowaé, jak blisko osiagniecia trzech powtérzen
jestesmy? Mozemy do tego uzy¢ stanéw, jak w Kaciku Poczatkujacego
Olimpijczyka z AS,. So to stan poczatkowy, kiedy jeszcze nie rzucili$my kostka.
S1 oznacza, ze ostatnia wylosowana warto$¢ wypadla 1 raz pod rzad, So — 2
razy pod rzad. Z kolei S3 to nasz pozadany stan koncowy, ktory oznacza, ze juz
pojawila sie seria 3 takich samych liczb (to, co si¢ dzieje po osiagnigciu Ss, nas
nie interesuje, poniewaz dotarliSmy do oczekiwanej wartosci). Na przykladzie
powyzej podpisaliSmy stany uzyskane przy kolejnych rzutach kostka. Do pelnego
opisu naszej sytuacji brakuje nam jeszcze opisu przejs¢ pomiedzy stanami.

(s

6l 1
6
1
Ox0JO;
5
6

Postuzymy sie grafem znajdujacym sie¢ na marginesie. Jest to nieskomplikowany
tancuch Markowa. Widzimy na nim wczesniej wspomniane stany oraz strzatki,
ktére okreslajag prawdopodobienstwa przejscia z konkretnego stanu do innego

w jednym kroku. Ten graf bedzie towarzyszyl nam do konca, dlatego istotne jest
zrozumienie, czym tak naprawde jest 1 w jaki sposoéb go stworzyli$émy. Zacznijmy
od Sy. Nie rzuciliémy jeszcze kostka, nie mamy zadnej wartosci. Rzucamy
pierwszy raz i otrzymujemy jakas warto$¢, niewazne jaka, ale jedna z szedciu.
W tym momencie zaczynamy serie, dlatego prawdopodobieristwo przejscia z Sy
do S jest réwne 1. Przechodzac dalej, znajdujemy sie w stanie S, rzucamy
kostka i jesli wyrzucimy te z szedciu wartosci, ktora jest kontynuacja serii, to
przechodzimy do nastepnego stanu. Jesli jednak nam sie nie uda, to wracamy

z powrotem do S7 i ponownie zaczynamy serie. Co si¢ dzieje, gdy juz przeszliSmy
do stanu Sy i rzucamy po raz kolejny? Sytuacja wyglada bardzo podobnie. Jesli
trafimy kontynuacje naszej serii, to przejdziemy do S3, w przeciwnym wypadku
powrécimy do S;. Gdy znajdziemy sie w stanie koncowym, czyli S3, to nie ma
juz mozliwosci, ze go opuscimy. Przedstawmy teraz ten graf jako nastepujaca
macierz M.

So S1 G2 Ss
P(SO — SQ) P(SO — Sl) P(So — 52) P(SQ — 53) 0 1 0 0 So
M = P(Sl — So) P(Sl — Sl) P(S1 — SQ) P(Sl — Sg) 0 % % 0 Sl
P(SQ — So) P(SQ — Sl) P(SQ — SQ) P(SQ — 53) 0 % 0 % SQ
P(Sg — S()) P(S3 — Sl) P(53 — SQ) P(53 — 53) 0 0 0 1 53

M jest kwadratowa macierza z czterema wierszami i czterema
kolumnami odpowiadajacymi stanom: Sy, S1, S2, S3. Znajduja si¢ w niej
prawdopodobienstwa bezposredniego przejscia miedzy poszczegdlnymi

Artykul napisany na podstawie
prezentacji wygloszonej podczas |,,Spotkan
z matematyka”| organizowanych przez
VIII LO w Katowicach.
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https://www.deltami.edu.pl/2023a/08/2023-08-delta-art-20-kpo.pdf
http://mat.8lo.pl/index.php/spotkania-z-matematyk
http://mat.8lo.pl/index.php/spotkania-z-matematyk

stanami, na przyktad wiersz S7, kolumna S5, w polu przeciecia sie wiersza S
z kolumng S5 bedzie zapisane prawdopodobienstwo, ze z S7 przejdziemy do S,
w jednym kroku, oznaczane jako P(S; — S3).

Gdy wiemy juz wszystko o naszych oznaczeniach, przejdzmy dalej. Popatrzmy

na graf znajdujacy sie na marginesie. Jest to zilustrowane przejscie z Sp

do S3 w dwdch krokach, ktore bedziemy oznaczaé P(Sy 2, S3). Na tym

przykladzie postaramy sie ,,manualnie” obliczy¢ prawdopodobienstwo przejscia

z S1 do S3 w dwdch rzutach. Widzimy stan, od ktérego zaczynamy (S7),

i stan, do ktérego chcielibySmy sie dostaé¢ (S3). Miedzy nimi znajduja sie

stany, przez ktore mozemy przej$é. Graf ten mozemy réwniez interpretowad

jako cztery rézne Sciezki, jakie prowadza do tego samego miejsca. Warto

zaznaczy¢, ze te ,Sciezki” sa zdarzeniami wzajemnie wykluczajacymi sie,

jako zZe jednoczesnie nie mozemy wyrzuci¢ 11 3 w tym samym rzucie. Z tego

wlasnie powodu prawdopodobienstwo calego zdarzenia, jakim jest przejscie

z S; do S3 w 2 krokach, mozemy obliczy¢ w nastepujacy sposéb: Odcezytujemy

z M prawdopodobienstwo przejécia z S; do wybranego stanu, a nastepnie

mnozymy przez prawdopodobienstwo przejscia z tego wlasnie stanu do stanu Ss.
é%ﬂ Ta metoda rozpatrujemy kazda ,$ciezke”. Koncowy rezultat prezentuje sie jak

j J ponizej:

P(Sy 2 S3) = P(Sy — So) - P(So — S3) + P(S1 — S1) - P(Sy — S3) +
1 & +P(S1—>Sz)P(SQ—>53)+P(51—>53)P(53—>53)

!

/ To, co teraz wida¢, przyda nam sie w kolejnym etapie. Okazuje sie, ze ten sam
wynik otrzymamy, mnozac wiersz S przez kolumne S3. Aby przemnozyé przez
siebie wiersz i kolumne tej samej dlugosci, mnozymy przez siebie ich kolejne
elementy, pierwszy element wiersza przez pierwszy element kolumny, drugi przez
drugi itd. i dodajemy je do siebie.

P(SO — 53)

P(Sl — 53)

P(SQ — S3)

P(S3— S3)

P(S1—S0), P(S1— S1), P(S1— S2), P(S) asg)] = P(S1 3 S3)

Wynik to dokladnie to samo, co uzyskaliSmy przy naszym poprzednim
Jezeli A jest macierza n X m, a B grafie z przejsciem z S do S3 w dwoch krokach. Jezeli przemnozymy teraz
macierza m X k, to ich iloczyn jest macierz M 3 siebie. t ik t k .. A S
macierzg o wymiarach n x k, w ktérej na przez samag siebie, 1o wynl €11 UZysSKaly Ia Przeclecliu wiersza o1
pozycji (i, j) znajduje sie iloczyn i-tego 7 kolumn@ S3,
wiersza macierzy A i j-tej kolumny
macierzy B. Przyktadowo, dla macierzy A

Dostact Ta prosta formula umozliwia nam wyprowadzenie nastepujacej zaleznosci:

Ao [1 2} macierz M™ (wynik wymnozenia n kopii macierzy M) jako wyrazy ma
T34 prawdopodobieristwa P(S; S;) (4,5 =0,1,2,3) przejs¢ po n rzutach. W tym
macierz A - A wyglada nastepujaco: momencie mamy juz wszystkie narzedzia potrzebne, by udzieli¢ odpowiedzi na
A A= [1 2} ) [1 2] _ [7 10] ~nurtujace nas pytanie: odpowiedz bedzie znajdowata si¢ w zaciemnionym polu
3 4] |3 4 15 22 macierzy M100;
So S1 So Ss
P(So =2 So)  P(So = S1)  P(So = S2)  P(Sy == 83) ] So
M0 — | P(S1 =% So)  P(S1 —5 81)  P(S1 =% Ss)  P(S1 =% S3) | Sy
P(Sy =% So)  P(Sy = S1)  P(Sy =% S2)  P(Sy = S3) | Sz
P(Ss 2% S5)  P(Ss 225 5))  P(Ss — 8,)  P(Ss — S5) ) Sy

Jest tak, poniewaz w tym miejscu przecina sie wiersz Sy z kolumna S,
Kalkulator macierzy znajduje si¢ np. tu:  czyli nasz stan poczatkowy z naszym stanem konicowym. Teraz przy uzyciu
https://matrixcale.org/pl kalkulatora macierzy obliczamy M0 i otrzymujemy:

100
P(SO 5 53) — 99160929411015739985678571632699585804757886320697414951141890717802339334771 ~ 91707%

108886437250011817682781711193009636756190618412159145257178661061582856912896

Tak prezentuje sie warto$é¢, ktérg zastaniemy w wyzej wspomnianym polu. Tym
sposobem obliczyliSémy, ze szansa na takie zdarzenie to az 91%!
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https://matrixcalc.org/pl/

Wariant z moneta opisany jest w artykule:
Steven Tijms, The Mathematical
Anatomy of the Gambler’s Fallacy
https://chance.amstat.org/2022/02/
gamblers-fallacy/.

Powyzej przeanalizowaliémy przyklad z kostka, ale gdy powrdcimy do
pierwotnego problemu z moneta, to szansa na takie zdarzenie wzrasta do 97%!
Nareszcie dowiedzielidmy sie wiec, dlaczego aby sprawdzi¢, kto wykonatl
zadanie, nauczyciel patrzyl, czy na kartce danego ucznia wystepuje seria pieciu,
szesciu lub siedmiu takich samych wynikéow pod rzad. Jesli takowej nie bytlo,
statystycznie oznaczalo to oszustwo.

Maty krok dla czlowieka, wielki skok dla indukcji

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki UW

Jarostaw Wréblewski, Opowiesci

o indukcji, Materialy Ligi Zadaniowe]j
OMG 2012/13

omj.edu.pl/
uploads/attachments/indukcja.pdf.

Barttomiej Bzdega, Trzy rodzaje indukcji
matematycznej, Kacik Poczatkujacego
Olimpijczyka nr 7, Azg.

Michat MISKIEWICZ*

W niektérych kregach popularny jest dowcip o nieskoriczonej pojemno$ci
tramwaju. Opiera si¢ on na dwoch empirycznych przestankach: (1) w tramwaju
na pewno miesci sie jedna osoba, (2) niewazne, ile os6b juz jest w tramwaju,
zawsze zmiesci sie jeszcze jedna. To, ze w tramwaju miesci si¢ dowolnie duzo
0s6b, gwarantuje wowczas zasada indukcji matematycznej. Dowcip ten moze
$mieszy¢ lub nie, ale dobrze oddaje idee indukcji — w matematyce pozwala ona
uscisli¢ rozumowanie oparte na uzyciu wielokropka czy tez sformulowania ¢ tak
dalej. Na przyklad takie:

Zadanie 1. Dowiesé, ze dla kazdego n = 1,2,... liczba 2™ ma n-cyfrowa
wielokrotno$¢, w ktorej zapisie dziesietnym wystepuja tylko cyfry 11 2.
Rozwigzanie. Dla n = 1 szukana wielokrotnoscia liczby 2 jest cho¢by ona sama.
Dla n = 2 wystarczy dostawi¢ jedynke z przodu (12 jest wielokrotnoscia 4),
podobnie dla n =3 (8 | 112). Dla n = 4 nie mozemy dostawi¢ jedynki, ale dwdjke
juz tak: 16 | 2112. I tak dalej — jesli a,, jest szukana wielokrotnoscia 2", to

w nastepnym kroku mozemy wziaé 10" + a,, (gdy 2" {a,) lub 2- 10" + a,
(gdy 2"+ | an). O

Rygorystyczny dowdd musialby oprzeé sie na zasadzie indukcji, ktéra
sformulujemy nastepujaco:

Twierdzenie 1: zasada indukcji matematycznej. Dany jest cigg warunkow
T(1),T(2),... odpowiadajgcych kolejnym liczbom naturalnym. Zaldzmy, Ze:

(I1) zachodzi warunek T(1),
(12) z warunku T(n) wynika warunek T(n + 1).

Wtedy zachodzg warunki T'(n) dla wszystkich liczb naturalnych.

W zadaniu 1 warunek T'(n) brzmialby nastepujaco: istnieje n-cyfrowa
wielokrotnosé 2" ztozona z cyfr 1 i 2. Wiecej przykladéw mozna znalezé

w znakomitych Opowiesciach o indukcji Jarostawa Wréblewskiego oraz w Kgciku
Bartlomieja Bzdegi (zob. margines). Tymczasem pdjdzmy dalej i zadajmy
pytanie:

Czy podobne rozumowanie oparte na matych krokach mozna stosowaé¢ w innych
przypadkach? W szczegdlnosci, czy da sie w ten sposéb dowodzi¢ wlasnosci liczb
rzeczywistych?

I od razu odpowiedzmy: tak! Matematycy bardzo lubig sprowadzaé¢ duze
problemy do malych, i twierdzenia podobne do zasady indukcji mozna odnalezé
w réznych dziatach matematyki. W niniejszym artykule dokonamy pobieznego
przegladu takich twierdzen.

Indukcja pozaskonczona

Zasade indukcji mozna wyprowadzi¢ z nastepujacej wlasnosci liczb naturalnych:
kazdy podzbiér liczb naturalnych posiada element najmniejszy. Rzeczywiscie,
jesli T'(n) nie zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n, to mozemy wybraé
najmniejsze takie n, a to prowadzi do sprzecznosci z (I1) (gdy n = 1) lub (I2)
(gdy n > 1, bo wtedy T'(n — 1) = T'(n)).
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