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Uniwersytet Jagiellotiski do ery geologicznej, na tamach Delty ukazal sie artykul Tomasza Idziaszka
Fraktalny swiat papierowej tasiemki (A7,). Czytelnicy, w tym autor niniejszego
artykutu, mogli sie z niego dowiedzie¢ o smoczej krzywej, ktérej kolejne
przyblizenia konstruujemy z wielokrotnie ztozonego na pét paska papieru,
rozwinigtego tak, aby wszystkie zagiecia tworzyly kat prosty. Fraktal otrzymany
jako granica tych przyblizen zwany jest smokiem Heighwaya. Od razu pojawito
sie u mnie pytanie o efekty innych metod sktadania tytulowej tasiemki. Dobrze,
ze artykul wspominal o algorytmicznym podejsciu do generowania takich
krzywych, bo inaczej trudno byloby uzyskaé (tak) ciekawe rezultaty. Na
szczescie pierwszy przyklad, o ktérym opowiem, jeszcze daje sie tatwo wykonad,
nawet je$li nie mamy czarnego pasa w origams.

Jaka moze by¢ najprostsza modyfikacja konstrukeji Heighwaya? Mozemy za
kazdym razem odwracaé¢ nasza sktadanke na druga strone. Nie jest oczywiste,
ze to cokolwiek zmieni, ale od tego sa eksperymenty, aby sie przekonad!
Czytelnika, ktory w miejsce samodzielnej zabawy paskami papieru od razu

zacznie studiowac¢ rysunki na marginesie, uprzedzamy, ze co drugi rysunek jest
W odbity symetrycznie (wzgledem osi poziomej), aby latwiej bylo zauwazy¢ relacje
pomiedzy kolejnymi generacjami. Ostatecznie, zamiast odwracac cala tasiemke,

mozemy kazde kolejne ztozenie wykonywaé w przeciwna strone niz poprzednie
(raz zaginajac do géry, a raz do dotu). Rozpieszczony przez smocza krzywa

mitoénik ,prawdziwych” fraktali bedzie zapewne rozczarowany. Kolejne kroki
konstrukeji przyblizaja bowiem krzywa... wypelniajaca tréjkat prostokatny
réwnoramienny.

Nalezy w tym miejscu nadmienié¢, ze po kazdym kolejnym zlozeniu
tréjkat ,wypelniany” przez krzywa bedzie coraz mniejszy. Liczba odcinkdéw

wypelniajacych tréjkat rosnie proporcjonalnie do kwadratu liczby odcinkéw
przypadajacej na dtugos$é jego boku (czyli proporcjonalnie do pola powierzchni).
Skracajac ,,odcinek jednostkowy” dwukrotnie (dzieje sie to po kazdym zlozeniu),
czterokrotnie zwickszamy ,.zapotrzebowanie” na odcinki wypeliajace tréjkat,

jednoczesnie zaledwie podwajajac ich liczbe. Wygodnie jest zatem myéle¢, ze
za kazdym razem dtugosé krzywej rognie v/2-krotnie. Przy okazji zauwazymy,

ze przejscie do kolejnego kroku mozna przedstawié¢ jako zastapienie kazdego
odcinka dotychczasowej lamanej przez dwa wzajemnie prostopadle (tworzace
ze swym ,przodkiem” tréjkat prostokatny réwnoramienny). Ta konstrukcja
pozwala uzasadnié, ze krzywa nigdy nie przecina samej siebie (choé jesli nie

zaokraglimy jej na wierzcholkach, beda to punkty odwiedzane dwukrotnie), ale

E } [ ] po wiecej szczegdlow tego rozumowania odsytam do tekstu wspomnianego na
a LN N Q) Poczatku.
) (
5 ) Sprébujmy odpowiedzie¢ sobie na pytanie, czy tak zadana krzywa naprawde
g ) wypelnia tréjkat prostokatny réwnoramienny — kilka rysunkow nie jest przeciez
) dowodem! Rozwazmy rozkladanie paska papieru. Ewidentnie obie potéwki

stana si¢ przystajacymi figurami. Co wiecej, te figury to poprzednie generacje
krzywej, cho¢ odbite symetrycznie i pomniejszone. Stad wniosek, ze kolejny krok
konstrukeji zaklada pomniejszenie krzywej, odbicie symetryczne (odwracamy
tasiemke) oraz umieszczenie jej dwéch kopii w okreslony sposéb (prostopadle,
ze wspOlnym ,koricem”). Innymi stowy, jest to system zlozony z dwéch
przeksztalcen afinicznych, ktory pozwala tworzy¢ kolejne generacje.
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Oba rozwazane przeksztalcenia sa zwezajgce (zmniejszaja odleglosci miedzy
punktami v/2-krotnie). Mozna stad wywnioskowaé, ze zwezajacy jest réwniez
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w AL znajduje si¢ takze artykut
Przemystawa Kiciaka o systemach
iterowanych przeksztalcen (IFS), gdzie
Czytelnik znajdzie nieco wiecej
szczegbléw.
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Figury graniczne przy odwracaniu co
drugi raz
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Poczatkowe generacje tréjsmoka
(terdragona) oraz wariantu
z odwracaniem tasiemki (tréjmuszki)

uktad tych przeksztalcen, rozumiany jako przeksztalcenie okreslone na
przestrzeni niepustych, domknietych i ograniczonych podzbioréw ptaszczyzny
(nalezy oczywiscie odpowiednio dobraé¢ metryke na tej przestrzeni; nie bedziemy
tu wchodzié w szczegdly). Dzieki twierdzeniu Banacha o punkcie stalym,
startujac od dowolnego poczatkowego zbioru (domknietego i ograniczonego),
bedziemy zblizali si¢ do jedynego punktu stalego naszego przeksztalcenia. Skoro
kolejne generacje krzywej powstaja w wyniku iterowania wspomnianego systemu,
beda one zbiegaly do tego konkretnego zbioru ograniczonego. Czytelnik zechce
sprawdzié, ze trdjkat prostokatny réwnoramienny faktycznie jest punktem
stalym (suma swoich obrazéw w obu przeksztalceniach).

To moze teraz sprébujemy odwracaé nasza tasiemke co drugi raz? Jest to
sensowna konstrukcja i daje inny rezultat niz dwie poprzednie. Trudniej ja
jednak opisaé jako system przeksztalcen iterowanych, poniewaz przejscia do
kolejnych generacji nie sa takie same (jedno wiaze sie z odbiciem symetrycznym,
a drugie nie). Nalezaloby potraktowaé¢ dwa kroki konstrukeji jako jeden,
bardziej skomplikowany (zlozony z czterech przeksztalcen). Tak naprawde,

w zaleznosci od tego, czy zakonczymy konstrukcje na kroku parzystym, czy
nieparzystym, otrzymamy inny rezultat, poniewaz ,dwukrok” pomiedzy
generacjami parzystymi to nieco inne przeksztalcenie niz to startujace w kroku
nieparzystym.

Czytelnik zapewne juz sie domyséla, ze odwracajac co trzeci raz, bedziemy mieli
do wyboru trzy figury graniczne. Czy musza by¢ one rézne? Az strach pomysleé,
co by bylo, gdybyémy odwracali pasek w nieregularnych interwatach. ..

Do tej pory rozwazaliémy skladanie tytulowej tasiemki na p6t. Samo to (oraz
odwracanie) daje nam juz nieskoriczenie wiele mozliwosci, ale to nie powdd, aby
nie szuka¢ dalej. Moze sprébujmy sktadaé na trzy? Jesli bedziemy kazdorazowo
zwijaé krzywa w ,minimalistyczng harmonijke” (lub, jak kto woli, litere N),

po roztozeniu dostaniemy poskrecana linie, ktora jednak nijak nie formuje sie

w zadnego ,,smoka”.

Jesli jednak rozlozymy ja na siatce trojkatnej (czyli kazde zagiecie bedzie
tworzyto kat 60°), otrzymamy efekt bardziej zblizony do smoczej krzywej,
wystepujacy w literaturze pod nazwa terdragon (tréjsmok?). Podobnie jak
klasyczny smok Heighwaya, trojsmok moze wypelni¢ plaszczyzne, a do tego
posiada srodek symetrii. Tak jak w przypadku smoczej krzywej, przygladajac sie,
czym zastepujemy kazdy odcinek podczas przechodzenia do kolejnej generaciji,
mozemy wywnioskowaé brak samoprzeciec.

Jesli konstrukcje trojsmoka zmodyfikujemy poprzez kazdorazowe odwracanie
naszego ,origami”, otrzymamy zupelnie inny ksztalt, o rownie fraktalnej
naturze oraz intrygujacej, waskiej talii. Pomimo pozornego posiadania dwoéch
czescl, ta muszka (tréjmuszka?) jest suma trzech pomniejszonych kopii samej
siebie, co raczej nie jest zaskakujace, biorac pod uwage metode sktadania.
Ponadto ma ona zdolno$é¢ wypeliania ptaszczyzny. Fakt ten mozemy uzasadnié,
zaczynajac od pokrycia pewnej tréjkatnej siatki (kraty?) poczatkowymi etapami
konstrukeji (choéby krokami zerowymi — prostymi odcinkami) i zauwazenia, ze
przy przejsciu do kolejnej generacji nadal cata zageszczona siatka bedzie pokryta.
Dla zwyklego tréjsmoka taki argument rowniez dziata, a na kwadratowej siatce
mozna w analogiczny sposéb uzasadni¢ szczelno$é pokrycia ptaszczyzny smokami
Heighwaya.
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Opisana operacja na ciagach (zlozenie

w ksztalt B tasiemki poskladanej
uprzednio w ksztalt A) jest (co nie
wydaje si¢ oczywiste) laczna
((A*B)+«C =A% (B=xC)). Ma to
kluczowe znaczenie, takze dla dowodu
pewnych przytoczonych w artykule
faktow.

Cigg L réwniez daje smoczg krzywsa, choé
odbitg symetrycznie.

Moéwiac o ,réwnowaznosci”, mamy na
mys$li przyblizanie tej samej granicznej
figury.

Brak stykajacych sie zakretéow to po
czesci wina siatki szesciokatnej.

* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska
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Przez moc zbioru skoriczonego rozumiemy
liczbe jego elementéw. Moc zbioru E
bedziemy oznaczaé przez |E|.

Jeszcze tylko kilka sléw na temat kodowania opisanych fraktali. We Fraktalnym
Swiecie. . . byla mowa o przetwarzaniu ciggéw (np. LLPLLPP) opisujacych kolejne
zakrety krzywej. Przechodzac do kolejnej iteracji, pomiedzy kazde dwie litery
dotychczasowego ciagu (a takze na poczatku i na koticu) wstawiamy ,,wzor
sktadania”, przy czym co druga wstawke ,sprzegamy”. Sprzezenie polega na
odwréceniu kolejnosci zakretéw i zamianie ich na przeciwne (np. PPLP = LPLL).
Odwracanie tasiemki na druga strone realizujemy poprzez zamiane wszystkich
liter na przeciwne (tj. P <> L), bez odwracania kolejnosci. Dla trdjmuszki pierwsze
trzy ciagi prezentuja sie nastepujaco (akurat PL = PL):

pL  pLLpLPpL  PLLPLPPLPPLLPLPPLLPLLPLPPL
Warto tu wspomnie¢ o mozliwosci opisywania tej samej konstrukeji za pomoca
roznych podstawowych ciagéw zagie¢. Na przyklad klasyczna smocza krzywa
generujemy za pomocy ciagu P, ale moglibySmy uzy¢ PPL. Jesli bedziemy
stosowaé¢ odwracanie tasiemki (po kazdym zlozeniu), to przedstawione sposoby
sktadania przestana by¢ ,réwnowazne”. ;Metoda P” zaprowadzi nas do trojkata,
a ,metoda PPL” z odwracaniem za kazdym razem okazuje si¢ innym sposobem
opisu ,,metody P” z odwracaniem co drugi raz.

Na zakonczenie jeszcze jeden przyklad: sktadanie PP, czyli na trzy czesci, ale
do srodka, zamiast w tréjsmocza harmonijke. W trzecim kroku konstrukcji

ciag zakretéw zawiera juz fragment PPPP, czyli zakrecajac o 90°, otrzymamy
samoprzeciecie (z nalozeniem na siebie calych odcinkéw krzywej). Warto zatem
rozwazy¢ jakis rozwarty kat sktadania. Zostata nam jeszcze jedna elegancka
siatka na plaszczyznie — szeSciokatna. Jesli damy jej szanse, zaginajac nasza
krzywa pod katem 120°, otrzymamy intrygujacy fraktalny wzorek, ktory nie
tylko nie ma samoprzecieé¢, ale nawet nie ma stykajacych sie wierzchotkéw! Nie
tworzy tez jednak wypelnionej figury.

To teraz jeszcze, z przyzwyczajenia, zmodyfikujmy konstrukcje poprzez
kazdorazowe odwracanie. Wyglada znajomo? Zaiste fraktalny jest $wiat
papierowej tasiemki!
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Co koduja cienie? Jarostaw GORNICKI*

Spektakularne wykorzystanie cienia pokazal w Starozytnosci Eratostenes,
szacujac okoto 240 r. p.n.e. wielko$¢ Ziemi. PrzesledZmy jego rozumowanie.

W dniu przesilenia letniego w Syene (dzisiejszy Assuan) stojacy prosto drag nie
rzuca cienia w potudnie. W tym samym momencie drag w Aleksandrii rzuca
cien, ktéry odpowiada katowi v = 71" (= 25 - 360°), jak na rysunku 1.

Eratostenes przyjal, ze Aleksandria i Syene lezg na tym samym poludniku
(w rzeczywistosci Syene lezy o 3° na wschéd od Aleksandrii) i odlegtosé miedzy
nimi jest réwna 5000 stadiéw (1 stadion ~ 160 m). Daje to dlugo$¢ potudnikowego
obwodu Ziemi réwna 250 000 stadiéw, czyli okoto 40 000 km. Catkiem niezle!

Pozostajac w cieniu geometrii, rozwazmy teraz nastepujacy problem. Zatézmy,
ze B C R? jest skoficzonym zbiorem punktéw (ogdlnie, zbiorem ograniczonym
i domknigtym), dla ktérego znamy jego rzuty prostokatne E,, E,., E,, na
trzy wzajemnie prostopadle plaszczyzny. Czy mozna oszacowaé moc (objeto$é)
zbioru E, znajac jedynie moc (pole) jego rzutéw? Pozytywna odpowiedz

na to pytanie daje nieréwnos$¢ Loomisa—Whitneya, ktorej najprostsza wersje
prezentujemy ponizej:
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