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Lancuchy Markowa — czeS¢ 2
BCL’I"ﬂOmZGJ BZDEGA Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Tym razem spojrzymy na tancuchy Markowa pod nieco innym katem — bedziemy
analizowa¢ ich $redni czas dojscia do okreslonego stanu, mierzony liczba krokdw.
Jako przyklad rozwiazemy nastepujace zadanie, ktore pojawilo sie¢ na Obozie
Naukowym Olimpiady Matematycznej w Zwardoniu w 2001 roku.

Pewnego wieczora Fredek opowiada dowcipy, przy czym wybiera je losowo

(z jednakowym prawdopodobieristwem) z 3-elementowego zbioru znanych sobie
dowcipow. Paula $mieszy tylko jeden dowcip Fredka i Smieje sie zawsze, kiedy
Fredek go opowiada. Andrzej $§mieje sie z kazdego dowcipu, ktdrego nie pamieta,
a pamieta zawsze dwa poprzednie. Maniek zas Smieje sie wtedy, gdy Fredek
opowiada ten sam dowcip, co przed chwilg. Kiedy po raz drugi z rzedu nikt
nie $mieje sie z opowiadanego dowcipu, Fredek obrazony idzie spacé. Wyznaczyé
warto$é oczekiwang liczby dowcipow, ktore Fredek opowie tego wieczora.

Rozwigzanie. Niech A, B, C beda dowcipami Fredka, przy czym dowcipem
bawigcym Paula jest C. Fredek zakonczy opowiadanie dowcipéw po wystapieniu
ciggu ABAB lub BABA. Mozemy rozwazy¢ nastepujace stany, zaleznie od tego,
jak konczy sie ciag opowiadanych dowcipow.

Sc — stan poczatkowy lub cigg zakonczony na C,
Sa — ciag zakonczony na A, ale nie na BA,
Sp — ciag zakonczony na B, ale nie na AB,

Sap — ciag zakonczony na AB, ale nie na BAB,
Spa — ciag zakonczony na BA, ale nie na ABA,
Sapa — ciag zakonczony na ABA, ale nie na BABA,
Spap - ciag zakonczony na BAB, ale nie na ABAB,
Skoniec — Clag zakonczony na ABAB lub BABA.

Niech E; oznacza warto$¢ oczekiwana liczby opowiedzianych dowcipow pod

warunkiem rozpoczecia od stanu S;. Oczywiscie Fyonjec = 0, & poszukujemy FE¢.
Dla przykladu, w stanie S4p mamy mozliwe trzy przejscia: dowcip A przeniesie nas
do stanu Sapa, dowcip B do stanu S, a dowcip C do stanu Sc. Wynika z tego,
7e Bap =1+ %EC + %EB + %EABA. Analogicznie dla pozostalych sze$ciu stanéw:

Ec=1+3%Ec+ 3Ea+ 1E5, Er=1+43%Ec+ sEaA+ $Eas,
Ep =1+ 31Ec+ 3Ep+ 5EBa, Epa=1+3Ec+ 3Ea+ $Epas,
Eapa =1+ Ec+ $En4, Epap =1+ 3Ec + 3Ep.

Mozemy ulatwi¢ sobie obliczenia, gdyz ze wzgledu na symetrie zachodza
rownosci B4 = Eg, Eap = Epa, Eapa = Epap. Bezposredni rachunek prowadzi
do E¢ = 60, wiec zanosi sie na dlugi, meczacy wieczoér.

Zadania

1. Robaczek wdrapuje sie na drzewo do swojej dziupli, ktéra znajduje sie na
wysokosci 40 cm. W kazdej minucie z prawdopodobienstwem p wchodzi
10 cm wyzej lub (z prawdopodobienistwem 1 — p) zeslizguje sie 10 cm w dét
(z wyjatkiem sytuacji, w ktérej jest u podnéza drzewa — stamtad zawsze idzie
w goére). W zaleznosci od p wyznaczyé wartosé oczekiwana czasu potrzebnego
robaczkowi na dotarcie do dziupli z podnéza drzewa.

2. W urnie A znajduje si¢ 8 kul biatych, a w urnie B 8 kul czarnych. Losujemy
po jednej kuli z kazdej urny, nastepnie kule z urny A wkladamy do urny B,
a kule z urny B do urny A. Jaka jest wartosé oczekiwana liczby losowan, po
ktérej liczby kul biatych i czarnych w obu urnach beda réwne?

3. Rzucamy szescienna kostka do gry i badamy iloczyn wszystkich liczb
wyrzuconych oczek (powtarzajace sie mnozymy tyle razy, ile sie¢ powtarzaja).
Konczymy zabawe, gdy iloczyn bedzie mial dwie ostatnie cyfry réwne 0.
Wyznaczy¢ wartosé oczekiwana liczby rzutow.

4. Na centralnym polu szachownicy 3 x 5 stoi skoczek i porusza si¢ zgodnie
z szachowymi regulami, za kazdym razem losujac ruch ze wszystkich
dostepnych (z jednakowym prawdopodobienistwem). Skoczek koniczy zabawe,
gdy wréci na centralne pole. Wyznaczy¢ wartosé oczekiwang liczby ruchéw
skoczka.

25



