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Przypominamy treść zadań:

756. Komora Wilsona znajduje się w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B = 10−2 T.
Cząstka naładowana wpada do tej komory z prędkością prostopadłą do linii pola B⃗. Stosunek
ładunku do masy cząstki wynosi α = q/m = 108 C/kg. Po obrocie wektora prędkości o kąt π/2
względna zmiana promienia krzywizny toru cząstki wynosi ε = 5%. W tym momencie pole
magnetyczne zostaje wyłączone i cząstka do chwili zatrzymania przebywa jeszcze drogę L = 30 cm. Siła
oporu podczas ruchu cząstki ma wartość proporcjonalną do jej prędkości. Znaleźć prędkość, z jaką
cząstka wpadła do komory.

757. Ciało sztywne porusza się ruchem postępowym po szorstkiej powierzchni poziomej. W chwili
t0 = 0, gdy prędkość ciała wynosi v0, zaczyna działać na nie siła F (t) rosnąca w czasie, działająca
przez cały czas wzdłuż prostej przechodzącej przez środek masy ciała, o zwrocie zgodnym
z wektorem v0. Po czasie t prędkość ciała ma wartość vt, przy czym vt = 5 m/s, gdy v0 = 1 m/s,
i vt = 13 m/s, gdy v0 = 10 m/s. Znaleźć zależność vt = f(v0) dla dowolnych v0.

756. Podczas ruchu cząstki działa na nią styczna do toru siła oporu Fo = −kv.
Równanie ruchu wzdłuż trajektorii cząstki ma postać mdv/dt = −kv, stąd
ds = vdt = −mdv/k, a dla skończonych przyrostów

(1) ∆s = −m∆v/k.

Gdy pole magnetyczne jest włączone, na cząstkę działa prostopadle do toru siła
Lorentza (rys. 1), a promień krzywizny toru, gdy prędkość wynosi v, ma postać

FL

Fo

v

B

Rys. 1

45◦

A

B
V v0

vt

Rys. 2

45◦

V v0

vt

Rys. 3

(2) R =
mv

qB
=

v

αB
.

Zgodnie z treścią zadania po obrocie wektora prędkości o π/2
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gdzie v0 jest szukaną prędkością, z jaką cząstka wpada do komory, a R0

początkowym promieniem krzywizny toru. Zgodnie z (1)–(3) i uwzględniając,
że −∆R1 ≪ R0, możemy napisać:
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Gdy ruch cząstki jest prostoliniowy, w (1) podstawiamy: ∆s = L,
∆v = −v0(1 − γ), stąd

L =
πv0 (1 − γ)

2αBγ
.

Szukana prędkość dana jest wzorem

v0 =
2αLBγ

π(1 − γ)
= 104 m/s.

757. Od chwili t = 0 na ciało działają dwie siły: F (t) rosnąca w czasie
i siła tarcia, która może przybierać wartości od zera do µmg, gdzie µ jest
współczynnikiem tarcia, a m masą ciała. Gdy F (0) > µmg, przyspieszenie ciała
a (t) = (F (t) − µmg)/m > 0 i zmiana prędkości w danym przedziale czasowym nie
zależy od prędkości początkowej: vt = v0 + C, gdzie C jest dodatnią stałą. Dane
w zadaniu wskazują, że vt − v0 nie jest stałe, zatem F (0) < µmg. Ponieważ siła
rośnie w czasie, to w pewnym momencie τ osiąga ona wartość µmg, przy czym
wyróżniona w zadaniu chwila końcowa może być większa albo mniejsza od τ .

1) t > τ . Tu również możliwe są dwa przypadki: a) w chwili τ prędkość ciała
vτ = 0 oraz b) vτ > 0. Przypadek a) może zachodzić tylko przy odpowiednio
małych prędkościach początkowych. Prędkość vt nie zależy wtedy od v0 (ciało
porusza się ruchem opóźnionym, zatrzymuje się i w chwili τ znowu zaczyna
poruszać się z przyspieszeniem, „zapominając” o prędkości początkowej):
vt = A = const > 0. Przypadek b) zachodzi, gdy prędkość początkowa osiąga
taką wartość V , przy której ciało nie zatrzymuje się. Wtedy vt = v0 + B. Wykres
zależności vt = f (v0) przedstawia rysunek 2.

2) t < τ . Gdy v0 > V , ciało porusza się ruchem opóźnionym i vt − v0 = D =
= const < 0. Dla v0 ⩽ V ciało zawsze się zatrzyma: vt = 0. Wykres zależności
vt = f (v0) przedstawia rysunek 3.

Dane liczbowe można dopasować tylko do rysunku 2. Otrzymujemy:

vt = 5 m/s dla v0 ⩽ 2 m/s,

vt = v0 + 3 m/s dla v0 > 2 m/s.
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po uwzględnieniu ocen rozwiązań zadań
853 (W T = 2,44) i 854 (W T = 1,56)

z numeru 1/2023

Norbert Porwol Essen 41,83
Paweł Najman Kraków 39,93
Radosław Kujawa Wrocław 39,13
Adam Woryna Ruda Śl. 38,27
Marcin Kasperski Warszawa 37,65
Szymon Tur 35,35
Piotr Kumor Olsztyn 33,06
Paweł Kubit Kraków 31,35
Janusz Fiett Warszawa 31,19
Michał Adamaszek Kopenhaga 30,63

Rozwiązania zadań z numeru 4/2023

Przypominamy treść zadań:

859. Dla ustalonej liczby naturalnej n ⩾ 2 wyznaczyć liczbę słów długości n, tworzonych z symboli
A, B i mających następującą własność: w każdym spójnym odcinku słowa liczba wystąpień
symbolu A różni się od liczby wystąpień symbolu B co najwyżej o 2.

860. Znaleźć wszystkie funkcje f : R → R spełniające równanie

f(xf(y)) = xf(y) + yf(x) dla x, y ∈ R.

859. Przedmiotem rozważań są słowa x1. . .xn o wyrazach xi ∈ {−1, +1},
w których liczby −1, +1 zastępują (odpowiednio) symbole A, B. Niech

sk = x1 + . . . + xk dla k = 1, . . . , n; s0 = 0.

Każdy ciąg (s0, s1, . . . , sn), w którym

(1) s0 = 0; |si − si+1| = 1 dla i = 1, . . . , n

jednoznacznie definiuje słowo x1 . . . xn. Własność sprecyzowana w treści zadania
łatwo tłumaczy się na równoważny warunek dla sum sk:

(2) |sk − sj | ⩽ 2 dla 0 ⩽ j < k ⩽ n.

Zadanie sprowadza się do zliczenia ciągów (s0, . . . , sn) spełniających warunki
(1) i (2).

Warunek (2) mówi, że średnica zbioru {s0, . . . , sn} wynosi co najwyżej 2. Skoro
s0 = 0, możliwe są przypadki:

wszystkie sk ∈ {−1, 0, 1};(3)

wszystkie sk ∈ {0, 1, 2} lub wszystkie sk ∈ {−2, −1, 0}.(4)

Weźmy na warsztat przypadek (3). Z warunku (1)
widać, że sk ma taką samą parzystość jak k, więc

s2 = s4 = . . . = 0, s1, s3, . . . ∈ {1, −1}.

Swobodę wyboru mamy na pozycjach o numerach
nieparzystych. W zbiorze {1, . . . , n} jest ⌈n/2⌉ liczb
nieparzystych. Zatem liczba ciągów (sk) spełniających
warunki (1), (2), (3) wynosi 2⌈n/2⌉.

Przypadek (4) rozpada się na dwa równoliczne
podprzypadki (sk ⩾ 0, sk ⩽ 0). Weźmy podprzypadek
sk ∈ {0, 1, 2}. Teraz mamy

s1 = s3 = . . . = 1, s2, s4, . . . ∈ {0, 2}.

Tym razem swobodę wyboru mamy na pozycjach
o numerach parzystych, których jest ⌊n/2⌋.
Podprzypadek sk ∈ {0, −1, −2} jest symetryczny. Liczba
ciągów (sk) spełniających warunki (1), (2), (4) wynosi
zatem 2 · 2⌊n/2⌋.

Przypadki (3), (4) nie są jednak rozłączne. Dwukrotnie
zliczone zostały dwa ciągi: (s1, . . . , sn) = (1, 0, 1, 0, . . .)
oraz (−1, 0, −1, 0, . . .), i tylko one. Stąd ostateczny wynik:
W = 2⌈n/2⌉ + 21+⌊n/2⌋ − 2; lub w formie „klamerkowej”:

W =

{

3 · 2m − 2 dla n = 2m,

2m+1 − 2 dla n = 2m − 1.

860. Funkcja równa tożsamościowo zeru spełnia
równanie. Wykażemy, że każda inna funkcja f , która
je spełnia, jest różnowartościowa. Niech więc f(c) ̸= 0
dla pewnego c. Oczywiście c ̸= 0, bowiem f(0) = 0
(z podstawienia x = y = 0).

Weźmy liczby a, b takie, że f(a) = f(b) = : d
i podstawmy w równaniu najpierw x = c, y = a,
a następnie x = c, y = b:

f(cd) = cd + af(c), f(cd) = cd + bf(c),

skąd (przez odjęcie stronami) (a − b)f(c) = 0, czyli
a = b; mamy różnowartościowość.

Przy zamianie zmiennych x, y wyrażenie po prawej
stronie równania nie zmienia wartości, więc to po lewej
stronie – też. Wobec różnowartościowości funkcji f
znaczy to, że

yf(x) = xf(y) dla x, y ∈ R.

Biorąc y = c, dostajemy równość

f(x) = Ax dla x ∈ R,

gdzie A = f(c)/c. Wracamy do równania w wyjściowej
postaci, wstawiamy f(x) = Ax; dostajemy
A2xy = 2Axy (dla wszystkich x, y); stąd A = 2.

Odpowiedź: równanie jest spełnione przez dwie funkcje:
f(x) ≡ 0 oraz f(x) = 2x dla x ∈ R.

Skrót regulaminu

Każdy może nadsyłać rozwiązania zadań z numeru n w terminie
do końca miesiąca n + 2. Szkice rozwiązań zamieszczamy
w numerze n + 4. Można nadsyłać rozwiązania czterech, trzech,
dwóch lub jednego zadania (każde na oddzielnej kartce), można to
robić co miesiąc lub z dowolnymi przerwami. Rozwiązania zadań
z matematyki i z fizyki należy przesyłać w oddzielnych kopertach,
umieszczając na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Można je przesyłać również pocztą elektroniczną pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokładnością do 0,1. Ocenę mnożymy przez

współczynnik trudności danego zadania: W T = 4 − 3S/N , przy czym
S oznacza sumę ocen za rozwiązania tego zadania, a N – liczbę
osób, które nadesłały rozwiązanie choćby jednego zadania
z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) – i tyle punktów
otrzymuje nadsyłający. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym
czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje
on członkiem Klubu 44, a nadwyżka punktów jest zaliczana
do ponownego udziału. Trzykrotne członkostwo – to tytuł Weterana.

Szczegółowy regulamin został wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje się na stronie deltami.edu.pl.
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