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Rozwigzanie zadania F 1077.
(a) Wedlug prawa Newtona przyspieszenie
spadku swobodnego na powierzchni Ziemi
o masie M i promieniu R wynosi:
GM

=2z
Do tego wzoru podstawmy mase M
obliczong przy zalozeniu, ze Ziemia jest
kulg o jednorodnej gestosci,
po = 2,7 g/cm>:

4 3
M = —7wR"po.
3
Otrzymujemy oszacowanie:
39
n 47 Rpo

Po podstawieniu danych otrzymujemy
G~ 1,38-107 ' Nm? /kg?.

(b) Przyjmijmy model, w ktérym gestosé
masy zmienia sie liniowo z odlegloécig r
od s$rodka Ziemi:

r

p(r) = pe — (pe — po)

R
po = 2,7 g/cm3 jest gestoscig na
powierzchni Ziemi (r = R), a p. to

poszukiwana gesto$é w jej srodku (r = 0).
Obliczmy catkowita mase Ziemi:
R

M =1 2p(rydr = amR® (22 4 220
ﬂ/rp(7)r T (12+4

0
Otrzymujemy:
_ 3M
"~ 4nR3
Po podstawieniu danych liczbowych
pe ~ 13,8 g/cm?. Geofizycy przyjmuja
pe & 13,1 g/cm?.
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promien [km]
1 - jadro wewngtrzne,
2 — jadro zewnetrzne,
3 - CMB,
4 — plaszcz,
5 — niecigglto$é¢ Moho,
6 — ocean

Rysunek przedstawia wspélczesnie
przyjmowany model rozkladu gestosci
wewnatrz Ziemi; widoczna na nim linia
prosta to ,nasz” model z czg¢sci (b)
rozwigzania. Wykres na podstawie

A. M. Dziewonski and Don L. Anderson,
Physics of Earth and Planetary
Interiors, 25, 297 (1981).

Janek matematyk Mariusz SKALBA*

Wiem, ze polski i matematyka to najwaziniejsze przedmioty w szkole, ale ja wole
matematyke, bo nie ma w niej zadnych takich e, g.
(z wywiadu z Jankiem, kandydatem na stypendyste Funduszu na Rzecz Dzieci)

Drogi Czytelniku, majac 7 lat mogles juz wiedzieé, ze sa liczby parzyste
i nieparzyste. Kazda liczba naturalna m (czyli calkowita dodatnia) jest jednej
z rzeczonych postaci:
m =2k albom=2k+1, gdzie k=0,1,2...
Jesli podobnie jak cytowany wyzej Janek lubile§ dodawaé¢ mate liczby, to szybko
odkryles, ze obowiazuja nastepujace reguly:
- parzysta plus parzysta rowna sie parzysta,
- parzysta plus nieparzysta rowna sie nieparzysta,
— nieparzysta plus nieparzysta rowna sie parzysta.
Reguly te mozna krotko zakodowaé tak: p+p=p, p+n=n, n+n=np.

Dorastajac, poznate$ z pewnosciag reguty mnozenia liczb dodatnich i ujemnych:
- dodatnia razy dodatnia réwna sie dodatnia,

— dodatnia razy ujemna réwna sie ujemna,

- ujemna razy wjemna rowna sie dodatnia.

Skrotowo i symbolicznie: d-d =d, d-u = u, u-u = d. To praktycznie tak samo
jak poprzednio, tylko zamiast p jest d, a zamiast n jest u.

Wyobrazam sobie, ze gdy juz wszystkie wiatry dziecinstwa przewialy Twoja
niezdecydowana glowe i wyjasnilo sie, ze muzykantem raczej nie zostaniesz, to
zapisalte$ sie na Miedzykierunkowe Studia Ekonomiczno-Matematyczne. Tam,
na przedmiocie Algebra II, dotarliscie do teorii grup. A po sesji na imprezie
studenckiej zastanawialiscie sie, dlaczego zlozenie wszystkich szeSciu izometrii
wlasnych tréjkata réwnobocznego w dowolnej kolejnoéci nie moze by¢ nigdy
identycznoécia? Rozstrzygneta to odosobniona trzezwa uwaga: sg trzy permutacje
parzyste 1 trzy nieparzyste, a wiec tloczyn wszystkich permutacji must bycé
permutacjg nieparzystq! Zadzialala naturalna ekstrapolacja wezeéniejszej regutly
mnemotechniczne;j.

Te dos¢ uniwersalne zasady pobudzaly tez do rozmyslan arytmetycznych
mlodocianego Karolka (Gaussa), gdy przygotowywal ostatni, najbardziej
skomplikowany rachunkowo, rozdzial swojej genialnej ksiazki Disquisitiones
Arithmeticae. A oto prébka jego kompozycji binarnych form kwadratowych.

Niech p oznacza dowolng liczbe naturalna, ktéra daje si¢ przedstawi¢ jako
p = 2% + 6y, przy pewnych calkowitych x, y;
natomiast n niech oznacza liczbe postaci:
n = 2x? + 3y%, gdzie z,y € Z.
Uzasadnimy teraz, ze zadna liczba naturalna nie jest réwnoczesnie postaci 2 + 632
oraz 222 + 3t2 przy pewnych calkowitych x,v, z, t. Istotnie, przypuéémy, ze mamy
Jkontrprzyktad”: 22 + 6y? = 222 + 3t2. Wowczas 22 oraz 222 daja te sama reszte
z dzielenia przez 3. Poniewaz kwadrat liczby catkowitej moze dawac z dzielenia
przez 3 wylacznie reszty 0 i 1, wiec obie liczby 22 i 222 musza by¢ podzielne przez 3.
Dlatego x = 3z oraz z = 321 dla pewnych liczb catkowitych z1, z;. Wstawiajac
te zaleznoéci do wyjéciowej réwnosci, uzyskujemy 927 + 6y? = 1822 + 3t2, czyli
322 4 2y? = 627 + t2. Wyglada znajomo? Dostali$my kolejny ,kontrprzyktad”;
zamiast czworki liczb (z,y, 2,t) jest (¢,21,y,21). Ta druga czwérka jest jednak
,mniejsza” (np. w sensie sumy kwadratéw). Ale nie mozemy zmniejszaé tych
kontrprzyktadéw w nieskoniczonosé, co konczy nasze uzasadnienie.
Mamy ponadto nastepujace trzy cudowne wzory:
(22 4 6y?) (22 + 6t%) = (22 — 6yt)* + 6(xt + y2)?,
(22 + 69%)(22% + 3t%) = 2(2xz + 3yt)? + 3(xt — 2yz)?,
(222 + 3y?) (222 + 3t%) = (2x2 + 3yt)? + 6(xt — y2)?,

wiec znowu dzialaja te same zasady.
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Rozwigzanie zadania F 1078.
Jesli w czasie t zarejestrowano M czastek,
to w sumie w ciggu czasu M7 licznik nie
rejestrowal docierajacych do niego
czastek. Oznaczmy jako N rzeczywista
liczbe czastek. Na podstawie zalozenia, ze
liczba czastek w jednostce czasu jest
stala, mamy:

N M

t  t— M1’
(a) Jako oszacowanie rzeczywistej liczby
czastek otrzymujemy:

Mt
N=——.
t— Mt

(b) Do wyznaczenia martwego czasu
licznika potrzebna jest znajomosé réznicy
liczby zliczen w sytuacjach rézniacych sie
jedynie wplywem czasu martwego.
Mozemy to osiggnaé, poréwnujac liczby
impulséw w pomiarach: M; — tylko
pierwsze zrodlo, My — tylko drugie, M3 —
oba jednoczesnie. Nalezy pamigtaé, ze
w kazdym z pomiaréw rejestrowane sa
takze czastki ,tla” niezaleznego od
naszych zrédel — w czasie t kazdorazowo
ich liczba wynosi Bg. Dla 7 =0
mielibyémy: N3 = N; + N2 — Bp, bo dla
zliczen, gdy T = 0, jest N; = N,o + Bo.
Dla 7 > 0 do zwiagzku N3 = N1 + N2 — By
podstawmy oszacowania na podstawie
zarejestrowanych warto$ci My, No, M3

oraz B — oddzielnie zmierzonej wartosci
tla:

Myt Myt Mst Bt
t— Myt t— Mot t— Mt t— Bt

Wartos$é 7 otrzymamy jako rozwazanie
wynikajacego stad réwnania
kwadratowego. Poniewaz jednak
zakltadamy, ze M;7 < t oraz BT < t, to
mozemy postuzy¢ sie¢ liniowymi
przyblizeniami kazdego z wyrazéw:

M;t T
~ M, 1+1W1;? ;

t— Myt
Bt T
~ B(1+B;).

t — BT
Ostatecznie otrzymujemy:
(My + My — M3 — B)t
TR - - . 5 -
M2+ B? — M? — M2

>

Rozwigzanie zadania M 1754.
Zachodzi nieréwnosé 1 — z° < 31— z?),
gdyz po przeksztalceniach sprowadza si¢
do nieréwnosci (z — 1)2(2z + 1) > 0, ktéra
jest prawdziwa dla x > 0. Podstawiajac
dla wygody z1 =z, z2 =y i a3 = 2,
dostajemy zatem:

3
O_Z 2 ) = 1—a?
- 1+ar::i‘ B 1+1‘3
=1 i=1
3 . 3
3 1—a} 3 1—a;
=2 1+a? 2 1—a; + a2
i=1 i=1

W powyzszej opowiastce zilustrowalidémy role grupy cyklicznej dwuelementowej.
To zaledwie poczatek wspanialej niekonczacej sie historii. . . a Janek pragnie

w niej uczestniczy¢ i dlatego wnosi o stypendium. W jego liscie mozna
przeczytaé réwniez:

Co prawda nie lubie e i q, ale tez pragne, aby swiat byl dobry i piekny. Bo

nie jest tak, Ze nie mozemy zastosowac naszej ukochanej matematyki do
jakichkolwiek wyzszych celow. Pokaze od razu zastosowanie do celow najwyzszych
— do etyki. Niech zatem bedzie n cndt gléwnych. Powiemy, Ze osoba jest
rozwigzta, wtedy i tylko wtedy, gdy nie posiada Zadnych cnot. Mowimy wreszcie,
ze dwie grupy oséb sqg ekwimoralne, gdy majg ten sam zestaw cnot. Wykaze
nastepujgce

Twierdzenie etyczne. W kazdej grupie wiecej niz n ,nierozwiaztych” oséb
istnieja dwie roztaczne podgrupy ekwimoralne.

A oto maéj dowdd. Niech m bedzie liczbg 0séb w grupie. Osobie numer k
przyporzqdkujmy wektor cndt

Ve = (Ck1,Ch2y--sChn) ER" dlak=1,2,...,m,

przy czym
- 1 gdy k-ta osoba ma cnote j,
k370 gdy k-ta osoba nie ma cnoty j.
Poniewaz m > n, to z algebry lintowej wiemy, zZe istniejqg a1, as,...,an € R, nie
wszystkie rowne 0, takie, Ze

(W) ary1 + asyo + ...+ amym = (0,0,...,0) € R™.

Jako zbidr numeréw pierwszej grupy przyjmujemy K = {k < n: ar > 0}; jako zbidr
numeréw drugiej grupy L = {l < n: a; < 0}. Réwnosé @ na j-tej wspolrzednej

zapisuje sie wtedy jako
@) Z ACr,j = Z(—az)a,j.

kEK leL
Wszystkie sktadniki wystepujgce po obu stronach réwnosci @) sq nieujemne.
Jesli zatem j-ta cecha wystepuje wsrod oséb ze zbioru K (tzn. ¢ j =1 dla pewnego
k € K), to musi wystepowad réwniez wsréd oséb ze zbioru L (inaczej lewa strona
@ bylaby dodatnia, a prawa zerowa). Analogiczny argument dowodzi, Ze jesli
j-ta cecha wystepuje wsrod 0sob ze zbioru L, to musi rowniez wystepowac wsrod
zbioru K. Czy podoba sie Panstwu mdj dowdd?

Tak...i to bardzo. Chociaz przedstawione przez Ciebie twierdzenie nie
jest nowe, to podoba mi sie zaproponowana nazwa i sposob, w jaki o nim
opowiedziate$. A propos oryginalnego nazewnictwa: pewne znane twierdzenie
Halla z kombinatoryki nazywane jest twierdzeniem o kojarzeniu matZerstw.
Wréémy jednak do Twojego podania: doceniajac Twéj wysitek, zaangazowanie
i entuzjazm, przyznajemy Ci rzeczone stypendium.
I w ten oto sposéb historia Janka Matematyka zaczela sie szczesliwie, czyli
dramatycznie inaczej niz sie skonczyla stynna historia Janka Muzykanta.

* ok %
Jakze piekne jest Pole Mokotowskie — zagail Zygmunt — I jak dobrze jest tu
przyjsé po sesji do pubu.
Czy widzieliscie ostatnio Janka ... ? — zapytal nerwowo Tomasz — Gdzie$ znikngl,

jakby go w ogdle nie bylo! — dodal niepewnie.

Moze pomylil sie w swoim roztargnieniu i poszedl do pubu Lolek? — snula
roztropne wyjasnienia Katarzyna.

A moze po prostu on woli matematyke i nudzi sie w naszym wytwornym
e-g-towarzystwie? — zninansowal Zygmunt.

Ptaki, ktore uwilty swoje gniazda na koronach drzew otaczajacych puby, kwility
na nutke:. .. oj, mqdry Jas, oj magdry... — przed Jankiem otwierala si¢ wielka
kariera naukowa. . .
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