a=4,b=1. Stad x = 6, y = 5. Czwdrka
(a,b,2,y) = (4,1,6,5) spelnia wyjSciowy uklad (1).

Gdy natomiast a = 0, nier6wnos$é podwdjna (3) jest
spelniona przez dwie liczby parzyste: z =2 iz = 4.
Po wstawieniu do réwnan (1) pierwsza z tych wartosci
daje sprzecznosé, za$ druga szybko prowadzi do
rozwiazania: (a,b,z,y) = (0,0,4,4).
Uwzgledniajac symetrie (czyli odrzucajac
zalozenie z > y), dostajemy odpowiedz: szukane pary
(z,y) to (4,4), (6,5), (5,6).
858. Tworzymy macierz zerojedynkowa:
i(A,D) i(B,D) i(C,D)
i(AE) i(B,E) i(C,E)
gdzie
0 gdy XY <1
ix,y)y=4> 8%
1 gdy XY >1

(XY oznacza dlugosé odcinka o konicach X,Y).

Poniewaz AB = AC = BC' = DE = 1, zadanie sprowadza
sie do wykazania, ze w tej macierzy ktéry$ wiersz lub
ktoéras kolumna sklada si¢ z samych zer. Przypusémy
wiec, ze tak nie jest. Wéwczas — po ewentualnej
permutacji symboli A, B,C i/lub D, E (co nie wplywa
na warunki zadania) — pojawia si¢ w macierzy uktad
jedynek [!'1!,]; w terminach geometrycznych (przy
oznaczeniach przyjetych wezesniej):

AD>1, BD>1, CFE >1;

czyli

AD > AC, BD > BC, CE > DFE.
Niech 7 bedzie ptaszczyzng symetralna odcinka C'D.
Uzyskane nieréwnosci oznaczaja, ze punkty A i B
leza po tej samej stronie plaszczyzny 7 co punkt C;
za$ punkt F lezy po tej stronie 7 co punkt D (i zaden
z nich nie lezy na niej). Tak wiec plaszczyzna m oddziela
tréjkat ABC od odcinka DE — wbrew zalozeniu, ze te
figury maja punkt wspdlny. Sprzeczno$é¢ dowodzi tezy
zadania.

Czy tu jest rbwnomiernie? ... czyli o metodzie V/V.x

Radostaw POLESKI*

W XXI wieku astronomowie pozyskuja ogromne

ilosci danych obserwacyjnych o réznym stopniu
szczegblowodci. Oczywiscie wyekstrahowanie

wiedzy z takiego kosmosu danych wymaga analizy
statystycznej. Te analizy moga by¢ bardzo réznego
rodzaju: od przetwarzania pikseli ze zdjecia nieba na
pomiary jasno$ci i pozycji obiektow, przez analize wielu
obserwacji w celu znalezienia okresu, z jakim zachodzi
jakie$ zjawisko (np. za¢mienia w ukladzie podwéjnym
gwiazd), po analize danych z réznych Zrédet w celu
okreslenia parametréw wybranego obiektu (np. jaka jest
odleglos¢ do centrum Galaktyki lub jaka cze$¢ masy we
Wszech$wiecie stanowi materia barionowa).

Warto tutaj zwréci¢ uwage na pewna istotna réznice

w pozyskiwaniu danych miedzy astronomia a fizyka.
Otdéz ta pierwsza bazuje w znacznej mierze na
obserwacjach zjawisk, w ktére nie ingerujemy, natomiast
ta druga opiera sie przede wszystkim na wynikach
kontrolowanych doéwiadczen. Typowo obserwacyjny
charakter badan astronomicznych moze stanowié istotna
trudnosé — zwigkszenie probki badanych obiektéw moze
byé¢ bardzo kosztowne, jak réwniez moze wymagaé
czasu dluzszego niz przewidywany czas zycia badacza.
Z reguly mamy zatem do czynienia z prébka dalece
niekompletna (choé bardzo chcieliby$my, by byto
inaczej). Sa jeszcze inne przeszkody, jak na przyklad
to, ze informacje o badanych obiektach moga pochodzié¢
z obserwacji wykonywanych w réznych warunkach

i w réznym czasie itp. Uwzglednienie w analizie
statystycznej tych subtelnosci nie jest tatwe, ale
konieczne.

W niniejszym artykule chcialbym przedstawic¢
pewna typowo astronomiczna metode o egzotycznej
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nazwie ,V/Viax”. Zostala ona wymyslona pod koniec
lat 60., by rozwiaza¢ nastepujacy problem: mamy do
dyspozycji katalog kwazaréw o znanych jasnoéciach oraz
przesunieciach ku czerwieni i chcemy sprawdzié, czy
kwazary te sa rozmieszczone réwnomiernie w przestrzeni.
Kwazar (z ang. quasi-stellar object) jest to rodzaj galaktyki aktywnej,
ktéra emituje niezwykle jasne promieniowanie.

Zwroémy uwage, ze dla kwazaréw emitujacych najwiecej
Swiatla nasza prébka moze by¢ traktowana jako
kompletna dla duzych odleglosci, jednak dla kwazaréw
emitujacych mniej Swiatla prébka jest kompletna
jedynie dla maltych odlegloéci. Wynika stad, ze cho¢ na
pierwszy rzut oka moze wydawac sie, ze koncentracja
kwazaréw spada wraz ze wzrostem ich odlegtosci od
Ziemi, to moze to by¢ artefakt zaleznosci, ze im blizej
Ziemi jestesmy, tym wiecej kwazarow jesteSmy w stanie
zaobserwowaé (por. rys. 11 2).
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Rys. 1. Rozmieszczenie Rys. 2. Rozmieszczenie kwazaréw
150 kwazaréw zaobserwowanych identyczne z tym z rysunku 1,
przez pewnego dwuwymiarowego z zaznaczeniem, do ktérej
astronoma w dwuwymiarowym z dwéch grup o ustalonych
Wszechswiecie. Kwazary jasnosci absolutnych nalezy
wykazuja pozorng koncentracj¢  kazdy obiekt. W ramach kazdej
wokél Ziemi (oznaczonej grupy kwazary sa rozlozone
symbolem @) réwnomiernie w calym obszarze,
w jakim mozna je zaobserwowad



Zacznijmy od pewnych prostych rozwazan. Zatézmy,
ze wszystkie kwazary maja te sama jasno$é¢ absolutna
(czyli taka, jaka badany obiekt mialby, gdyby byl
widziany z odlegtosci 10 parsekéw). Gdyby wszystkie
kwazary byly réwnomiernie roztozone w przestrzeni,
to obserwowane kwazary bylyby réwnomiernie
rozmieszczone w obszarze (kuli), w ktérym mamy
szanse je zaobserwowaé (por. czarne kropki na rys. 2).
Niech Vihax bedzie objetoscia tej kuli. Dla kazdego

[ I I I I |
0,0 0.2 0,4 0,6 0.8 1.0

Rys. 3. Histogram warto$ci V/Vinax dla
sczarnych kwazaréw” z rysunku 2, o stalej
warto$ci Vimax. Wysokosé stupka
odpowiada liczbie kwazaréw o wartosci
V/Vinax lezacych w przedziale
wyznaczonym przez podstawe stupka
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Rys. 4. Histogram warto$ci V/Vinax dla
wszystkich kwazaréw z rysunku 2
z zalozeniem staltej warto$ci Vimax
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Rys. 5. Histogram warto$ci V/Vinax dla
wszystkich kwazaréw z rysunku 2

7z Vimax Wyznaczong oddzielnie dla
kazdego kwazara
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kwazara K wyznaczamy jego odleglos¢ od nas

i obliczamy objeto$¢ kuli Vi o promieniu takim jak

ta odleglosc¢. Jesli zalozenie o rownomiernym rozkladzie
jest spelnione, to rozklad wartosci V/Viax powinien
by¢ jednostajny w przedziale [0, 1] (rys. 3), zatem
srednia warto$é V/Viax powinna byé w przyblizeniu
réwna 1/2. Jedli rozklad V/Viax nie posiada tej cechy,
to hipoteze o réwnomiernym rozmieszczeniu kwazardw
w przestrzeni nalezy raczej odrzucié.

A co, jesli kwazary beda mialy rézne jasnosci absolutne (czyli tak jak

w rzeczywistosci)? Najpierw zalézmy (dla prostoty), ze dla kazdego kwazara
jasnos¢ absolutna przyjmuje jedna z dwéch wartosci (czyli tak jak na rys. 11 2).
Jak juz podkresliliSmy, wptynie to na probke obserwowanych kwazaréow, bo te
Swiecace jasniej beda widoczne z odlegtosci wiekszych niz te Swiecace stabiej.
Jesli uzyjemy takiej samej wartosci Vipax dla kazdego kwazara, to zobaczymy
histogram taki jak na rysunku 4, czyli znaczaco inny niz ten z rysunku 3.
Musimy zmieni¢ nasze obliczenia i warto$¢ Vi,.x wyznaczaé¢ oddzielnie dla
kazdego kwazara, w zaleznosci od jego jasnosci absolutnej (dla kwazara K
oznaczmy ja teraz jako Viax ). Tym niemniej, jesli wszystkie kwazary sa
rozmieszczone réwnomiernie w przestrzeni, to dla kazdego kwazara wartosé
Vi /Vinax, ik mozemy traktowaé jak jednostajnie wylosowana z odcinka [0, 1],
niezaleznie od pozostalych. Innymi slowy, rozklad wartosci V/Vipax weiaz

jest jednorodny na odcinku [0, 1] (por. rys. 41 5), a jego $rednia wartosé jest
bliska 1/2. Te cechy maja zaréwno wszystkie kwazary z rysunku 2, jak i tylko
czarne lub tylko kolorowe.

Jestedmy teraz gotowi na uogdlnienie — kazdy kwazar ma inna jasnosé absolutna.
Dla kazdego kwazara mozemy obliczy¢ jego indywidualne wartodci Vi i Viax, k-
Znowu oczekujemy, ze dla réwnomiernego rozkladu kwazaréw rozktad V/Viax
wciaz jest jednorodny na odcinku [0, 1] i ma $rednig bliska 1/2. Jesli mamy
dane obserwacyjne, to wystarczy wyznaczy¢ V/Vinax, sprawdzié, czy wynik jest
zgodny z oczekiwanym i... gotowe!

Metoda V/Vinax doczekala sie réznych rozwinieé. Dla Ciekawskich Czytelnikéw
(i jednoczesnie tych, ktérzy sa odrobine bardziej obeznani z ta tematyka)
chciatbym szkicowo przedstawi¢ jedno z nich, moim zdaniem najwazniejsze. Jest
to mozliwosé analizy, jak zmieniaja sie parametry badanej populacji w zaleznosci
od czasu. Wyobrazmy sobie Wszechswiat w wieku odpowiadajacym przesunieciu
ku czerwieni z. Niech p(z) bedzie stosunkiem gestosci przestrzennej badanych
obiektéw wtedy i obecnie (tj. z = 0). Zamiast objetosci V' rozwazamy uogdlniona
objetosé: V'(z) = foz p(2)dV (Z), gdzie V(2) to objeto$¢ we wspdlrzednych
wspolporuszajacych sie, ktéra jest wyliczana na podstawie zalozonego modelu
kosmologicznego. Dla kazdego kwazara znamy jego przesuniecie ku czerwieni z g,
wigc mozemy obliczy¢ odpowiednie Vi (2x) i Vi, x(2x). Jesli zalozymy,

ze kwazary sa rozmieszczone réwnomiernie, i zalozymy funkcje p(z) bliska
prawdziwej, to rozktad V' /V! _ powinien by¢... (chyba nie bede sie powtarzal).
Skad mamy wiedzieé, jakiego p(z) uzy¢? Najprosciej jest sprébowaé wielu
réznych mozliwosci, dla kazdej z nich obliczyé V' /Vy ., a na koniec wybraé
zbiér tych, ktére daja oczekiwane wyniki.

Warto podkreslié, ze metoda V/Viax 1 jej warianty wciaz pojawiaja sie

w publikacjach naukowych. Dla przyktadu, kilka lat temu byta zastosowana
do zupelnie innego zagadnienia — badania czestosci wystepowania planet
pozastonecznych f(q) w zaleznosci od stosunku masy planety do masy
gwiazdy g dla bardzo matych wartosci tych stosunkdéw, tzn. tam, gdzie

nasza wiedza jest dosy¢ uboga ([1], [2]). Problem polegal na tym, ze
uwzgledniono planety znalezione w danych zbieranych w niejednorodny sposéb.
Zamiast p(z) poszukiwana byla funkcja f(q), a zamiast V(z) uzywane bylo
prawdopodobienstwo znalezienia w danym ukladzie planety o innym stosunku
mas. Dokladny opis tych badan, a takze wynikow, to jednak jest juz temat na
inng opowiesc. . .
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