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T Zawarte w artykule tresci sa jedynie
(btednymi) pogladami autora i nie muszg
odzwierciedlaé (i nie odzwierciedlaja)
pogladéw redakcji (przyp. red.).

Kiedy piszemy, ze czas dzialania f(n) to
O(g(n)), to mamy na my$li, ze f jest

co najwyzej rzedu g, czyli dla duzych
warto$ci n funkcja f(n) rosnie nie
szybciej niz g(n). Formalnie: istnieja
takie state ¢ oraz ng, ze dla n > ng
zachodzi f(n) < ¢ g(n). Jest to zatem
oszacowanie gérne, ale zwykle nie
najlepsze, jakie da si¢ znalezé.

Oczytany Czytelnik moze mieé (bardzo
trafne) skojarzenie z algorytmem
QuickSort. W algorytmie tym, aby
posortowac zbidr liczb, dzielimy go na
elementy mniejsze i wigksze od pewnego
elementu, a potem rekurencyjnie
sortujemy obie czedci. Nie jest
przypadkiem, ze autorem algorytmu
QuickSort jest wlasénie Tony Hoare.

Oskar SKIBSKI*

Wszyscy wiemy, ze magia istnieje. Naukowcy staraja sie tlumaczy¢ wiekszosé
zjawisk matematycznymi rownaniami lub wymyslaja nowe definicje, aby udawac,
ze to, czego nie da sie opisa¢ réwnaniami, tez ma sens. Wiemy jednak dobrze,
ze udaje im si¢ przekonac tylko tych juz przekonanych. Jezeli krélika nie byto
w kapeluszu, a magik go z niego wyciagnal, to nie ma réwnania, ktore by to
opisalo. Jeden to jeden, a zero to zero.

Jako ze w Delcie konsekwentnie udajemy, ze magia nie istnieje, w tym artykule
oméwimy algorytm, ktéry wydaje sie magiczny, a magiczny nie jest. Mozemy
poréwnaé go do sztuczki magicznej, w ktérej magik po prostu wyciagnat
krolika z kapelusza, ale wcze$niej nie pokazal widowni, ze kapelusz jest pusty.
Przez chwile moze nas to zaskoczyé (,0! Krolik!”). Wnikliwa analiza i logiczne
wnioskowanie pozwalaja jednak wytlumaczy¢ te sztuczke: krolik musial siedzie¢
magikowi na glowie przez cale przedstawienie, a przy zdejmowaniu kapelusza
magik zrecznie podwazyt mu lapki i dzigki temu mial co z kapelusza wyciagnaé.

Sztuczka magiczna: Mamy dany kapelusz z n kréli. . . nie, no badzmy choé
troche powazni! Mamy dany zbiér A zawierajacy n liczb (liczby moga sie
powtarzaé). Jeden z widzéw podaje dowolna liczbe k od 1 do n. Magik w czasie
liniowym odpowiada, jaka jest k-ta co do wielko$ci liczba w zbiorze A.

Jak wykonaé sztuczke: Dla niektérych wartosci k zadanie to jest bardzo
proste, np. dla k£ = 1 nasz problem sprowadza sie do szukania najmniejszego
elementu w zbiorze, co latwo zrobi¢ w czasie liniowym. W ogdlnosci (np. jezeli
k = [n/2]) nie jest jednak jasne, jak mozemy to zrobi¢. Przypadek k = [n/2]
jest zreszta bardzo wazny dla statystykéw, gdyz dotyczy tzw. mediany, ktéra
potrafi mie¢ dla nich nawet wigcej uroku niz srednia. Naturalnym pomystem jest
posortowanie wszystkich liczb i potem wskazanie tej z pozycji k-tej. Najszybsze
algorytmy sortowania dzialaja jednak w czasie O(nlogn), a nasz problem wydaje
si¢ duzo prostszy niz problem sortowania — jak rozwiazaé go w czasie liniowym?

Pomyst na rozwiazanie pozyczymy ze sztuczki magicznej polegajacej na
przepilowaniu asystentki na pét, albo, jak kto woli, z algorytmu Hoare’a. Wezmy
losowy element m ze zbioru A i podzielmy caly nasz zbiér na dwa niepuste
zbiory tak, aby w pierwszym zbiorze znalazly sie tylko elementy mniejsze

badz réwne m (zbidr A¢), a w drugim wicksze badz réwne m (zbiér As). Aby
zbiory byly niepuste, mozemy np. do pierwszego z nich wrzuci¢ wszystkie
elementy mniejsze badZ réwne m i jezeli drugi zbiér okaze si¢ pusty, przerzucic
do niego m. Teraz jezeli A¢ ma co najmniej k elementéw, to szukany element
musi byé w A¢ — rekurencyjnie szukamy go zatem w tym zbiorze. Jezeli z kolei
A< ma mniej niz k elementéw, to szukany element jest w zbiorze A>: musimy
zatem rekurencyjnie znalez¢ tam element k — |A¢| co do wielkosci.

Pomyst jest prosty, jednak jego skutecznos¢ nie musi byé zbyt dobra — jezeli
bedziemy pechowo losowaé zawsze najmniejszy lub najwiekszy element, to co
krok nasz zbiér bedzie sie zmniejszal tylko o jedna liczbe. A skoro kazdy krok
zajmuje czas liniowy, to pesymistyczny czas dzialania naszego algorytmu bedzie
kwadratowy: O(n?). To gorzej, niz gdyby$my uzyli sortowania!

Nasz algorytm mozemy jednak poprawié¢, zmieniajac liczbe, wzgledem ktorej
dzielimy zbiér. Aby znalezé wskazang przez widza karte, magik zwykle nie zdaje
sie na los, ale starannie przekltada talie, tak aby kontrolowaé, gdzie ta karta jest.
My zrobimy tak samo — troche przetasujemy liczby i wyciagniemy taka, ktéra
zagwarantuje nam, ze zadna z czeéci nie bedzie zbyt duza.

Tak wlasnie dziala algorytm magicznych pigtek. W dowolny sposob podzielmy
nasz zbidr na piatki elementéw (ostatnia piatka moze by¢ niepelna) i dla
kazdej znajdzmy jej mediane. Teraz, korzystajac rekurencyjnie z naszego
algorytmu, znajdZzmy mediane median: oznaczmy ja przez m. Podzielmy nasz
zbidr na trzy czesci: elementy mniejsze od m (oznaczane A.), elementy réwne
m (oznaczane A_) oraz elementy wieksze od m (oznaczane A). Teraz jezeli
|A<| > k, to rekurencyjnie szukamy w nim elementu k-tego co do wielkosci.
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Rozwigzanie zadania F 1076.

Jedli zaniedbamy efekty brzegowe, to po
naladowaniu okladek pojawi si¢ miedzy
nimi jednorodne pole elektryczne
prostopadte do powierzchni oktadek.
Jednorodne tez beda gestosci tadunkéw.
Przyjmijmy, ze catkowita powierzchnia
kazdej z okladek wynosi S, wéwczas
gestosci tadunkéw wyniosg odpowiednio:
o1 =Q1/Sios=Q2/S. Na podstawie
prawa Gaussa stwierdzamy, ze wewnatrz
kondensatora kazda z okladek jest
zrédltem pola elektrycznego o natezeniu
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W powyzszym wzorze €g oznacza
przenikalnoé¢ dielektryczna prézni. Pole
elektryczne skierowane jest ,,od oktadki”,
jezeli jej tadunek jest dodatni, i ,,do
oktadki” — jesli jest ujemny. Wypadkowe
pole elektryczne wewnatrz kondensatora
jest suma pdl od obu oktadek i wynosi:
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Rozwigzanie zadania F 1075.
Obserwacje z kierunkéw pomiedzy
dwiema stycznymi do powierzchni gwiazd
(rysunek) zwigzane sg z pojawianiem sig
za¢mien. Te styczne przecinaja si¢

w punkcie dzielacym odcinek d na odcinki
di ids, d=dy + d2. Odpowiada to
zakresowi katéw obserwacji «, dla
ktérych

|sinal < o = 22
sina| < — = —
14 do d
Rozwazany w zadaniu model opisuje
najprostszy przypadek uktadu
podwdjnego. W ogdlnym przypadku
wzajemne oddziatywania grawitacyjne
moga prowadzi¢ do odksztalcen gwiazd
od ksztaltu kulistego do elipsoidalnego
lub nawet do przeplywu materii pomiedzy
nimi.

1+ 7o

do —

Jezeli |Ac| < k, ale |[A<| + |A=| > k, to znaczy, ze k-ty co do wielkosci element
to po prostu m. Jesli za$ |A<| + |A=| < k, to naszego elementu musimy szukaé
rekurencyjnie w zbiorze As — jest on tam (k — |A<| — |A=|)-ty co do wielkosci.
Tadam!

Wyjasdnienie sztuczki: No dobrze, ale skad pewnos¢, ze zadna z czesci nie
bedzie zbyt duza, a czas dzialania liniowy? Zauwazmy, ze w polowie pigtek
mediana jest mniejsza badz réwna m. W kazdej takiej piatce co najmniej
polowa elementéw jest mniejsza badZz réwna m. Wynika z tego, ze co najmniej
1/4 wszystkich elementéw jest mniejsza badz réwna m. To oznacza, ze
element6w wiekszych od m jest nie wiecej niz 3/4 wszystkich. Analogicznie,
elementéw mniejszych od m jest tez nie wiecej niz 3/4 wszystkich. Oznacza to,
ze niewazne, ktory przypadek wystapi, rekurencyjnie wywotamy nasz algorytm
na zbiorze zmniejszonym o co najmniej 25%.

elementy > m
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Czy to wystarcza, aby nasz algorytm dzialal w czasie liniowym? Okazuje sie,
ze tak! Oznaczmy czas wykonania naszego algorytmu przez T'(n). Podzielenie
na piatki i wybranie z kazdej mediany wykonujemy w czasie liniowym — O(n).
Wybranie mediany median zajmie nam czas T'([%]). Ostatnim krokiem jest
wywolanie rekurencyjne dla ktoérejs z czedci. Jak juz uzasadniliSmy, zadna

z czesci nie jest wigksza niz 3/4 calosci, a zatem czas to T'([22]). Dostajemy
wiec nastepujace oszacowanie:

T(n) < O(n) +T<P;D +T(Fﬂ>

Jak sie okazuje, z oszacowania tego wynika, ze czas naszego algorytmu jest
liniowy! Kluczowa jest tu nieréwno$¢ + + 3 = 38 < 1, ktéra zapewnia, ze T'(n) nie
roénie zbyt szybko.

Zeby to zobaczyé, wezmy najpierw za n pewna potege liczby 20, aby tadnie
dzielila sie przez 4 i 5. Wiemy, ze czas potrzebny na podzielenie na piatki
i wybranie median mozemy oszacowac z géry przez cn dla pewnego ¢
naturalnego. Latwo pokazaé przez indukcje, ze zachodzi: T'(n) < 20c¢n:

T(n) <cen+ T(n) + T<3n> <cn+ 200n<1 + 3) = 20cn.

5 4 5 4

7 oszacowania dla poteg 20 dostajemy natychmiast oszacowanie dla innych liczb:
Wezmy dowolne n i dobierzmy k tak, aby 20% < n < 20¥+1. Skoro T jest funkcja
niemalejaca, to mozemy oszacowaé T'(n) przez T(205+1). Ale wiemy, ze n > 20F,
wiee T(n) < T(20"+1) < 20¢ - 20F+1 < 20%¢n.
Skoro istnieje taka stata 20%¢, ze dla dowolnego n zachodzi T(n) < 20%c - n, to
oznacza, ze nasz algorytm dziala w czasie O(n).

Na koniec pozostaje zadaé¢ pytanie — czemu akurat pigtki? Naturalne wydaje sie
wziecie liczby nieparzystej (aby istnialy wartosci srodkowe), ale czy nie moglismy
wziaé trojek albo siddemek? Albo jedenastek?

Okazuje sig, ze trojek wziaé nie moglismy: musielibySmy najpierw znalezé
mediane 1/3 wszystkich liczb, a problem zredukowaliby$my znowu o 1/4.
Poniewaz 1/3 4+ 3/4 > 1, to odpowiednia rekurencja dalaby czas O(nlogn).
Mogliby$my natomiast wziaé¢ sibdemki, dziewigtki itd.: Szukanie mediany
wéréd 1/7 czy 1/9 liczb byloby nawet szybsze niz szukanie ich wéréd 1/5 liczb.
Wzréstby nam jednak koszt wyznaczania median (czyli to enigmatyczne ¢

w powyzszym dowodzie) i implementacja bylaby bardziej ztozona. W algorytmie
uzyte sa wiec piatki, bo pieé¢ jest najmniejsza liczba nieparzysta wigksza niz
cztery. Ot, cala magia.
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