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W zadaniu szukamy zatem nadciggéw
slowa s, czyli stéw, ktére mozemy
uzyskac¢, dopisujac nowe litery

w dowolnych miejscach stowa s. Na
przyklad dla alfabetu {A,B} oraz stowa
s = ABA mamy 5 czteroliterowych
nadciggow:

AABA, ABAA, ABAB, ABBA, BABA.

-]

Rozwigzanie zadania M 1749.
Najpierw udowodnimy, ze punkty osiowe
maja nastepujaca wlasnosé:

Niech 11 bedzie dowolng plaszczyzna
przechodzqcq przez punkt osiowy
pewnego wieloScianu wypuklego. Wtedy
po obu stronach tej plaszczyzny znajdzie
sie tyle samo w cholkéw tego
wieloscianu.

Istotnie, wezmy dowolny wierzchotek A
po jednej stronie plaszczyzny II. Wtedy
na prostej AP lezy inny wierzchotek B
tego wieloscianu. Poniewaz wielo$cian jest
wypuktly, to punkt P lezy wewnatrz
odcinka AB. Oznacza to, ze punkty A

i B lezg po przeciwnych stronach
ptaszczyzny II. Powtarzajac to
rozumowanie dla kazdego wierzchotka,
dostajemy teze.

Zalézmy teraz, ze istnieja dwa punkty
osiowe P i Q. PoprowadZzmy

plaszczyzneg 3, przechodzacy przez P
oraz pewien wierzchotek danego
wielo$cianu. Nastepnie poprowadzmy
plaszczyzne X2 réwnolegla do X,
przechodzaca przez Q. Oznaczmy przez x
i 2’ liczbe wierzchotkéw wielocianu
lezacych na plaszczyznach, odpowiednio,
31 i Xo. Oczywiscie z > 1. Niech teraz a
bedzie liczba wierzchotkéw wielo$cianu
znajdujacych si¢ po tej stronie
plaszczyzny 31, po ktérej nie ma
plaszczyzny Yo; b liczbg wierzcholkéw
miedzy plaszczyznami 37 i ¥2; a ¢ liczba
wierzchotkéw po tej stronie

plaszczyzny Yo, po ktérej nie ma
plaszczyzny 3. Z wlasnosci
udowodnionej na poczatku mamy

u,:b+:1:/+c c=a-+x+b.

Sumujac obie réwnosci stronami,
dostajemy

oraz

2b+x+a:,:(),

co jest niemozliwe, wigc plaszczyzny 34
i ¥o sie pokrywaja. Wobec dowolnosci
wyboru wierzchotka, przez ktory
przechodzi X5, otrzymujemy zatem, ze
wieloscian wypukly moze mieé co
najwyzej 1 punkt osiowy. Nietrudno
wskazaé¢ réwniez wielo$cian z punktem
osiowym (np. sze$cian).

Odwrotno$é¢ modulo P jednej liczby x
mozemy wyznaczyé w czasie O(log P)
za pomocy rozszerzonego algorytmu
Euklidesa lub malego twierdzenia
Fermata (obliczajac zP =2 mod P).

Odwrotnosci liczb 1 < 4 < n mozemy
wyznaczy¢ w czasie O(n + log P)
nastepujaco. Na poczatku obliczamy
tablice fac[i] = i! mod P, a nastepnie finv
— odwrotno$é fac[n] modulo P. W koncu
robimy petle poi=mn,...,1:

inv[i] = finv - facli — 1] mod P;
finv = finv-i mod P.

Zliczamy nadciggi Tomasz IDZIASZEK*

Na Obozie Naukowo-Treningowym im. A. Kreczmara w roku 2019 pojawilo sie
zadanie pt. Nadciggi, ktére brzmialo nastepujaco: dane jest n-literowe stowo s
nad alfabetem A-literowym i chcemy znalezé liczbe stow m-literowych nad
tym samym alfabetem, ktére zawieraja s jako podciag (czyli niekoniecznie
sp6jny ciag liter). Wynik podajemy jako reszte z dzielenia przez P = 10° + 7.
Ograniczenia byly doéé duze, bo n < 10% oraz m, A < 10°.

Zaczniemy od prostego rozwiazania wykorzystujacego programowanie
dynamiczne: przez dp[i, j] oznaczymy liczbe stéw j-literowych, ktére zawieraja
i-literowy prefiks s jako podciag, ale nie zawieraja prefiksu dlugosci i + 1.
Przypadki bazowe to dpli,j] =0 dla i <0 lub ¢ > j oraz dp[0,0] = 1, za$ wzor
rekurencyjny ma postac:

Wynika on z faktu, ze i-literowy podciag moze znajdowaé sie w (j — 1)-literowym
prefiksie slowa (a wtedy ostatnia litera moze by¢ dowolna litera inna niz s[i + 1],
chyba ze i = n, to wtedy dowolna) albo nie, i wtedy ostatnia litera musi by¢ s[i],
a o litere krétszy podciag musi znajdowaé sie w (j — 1)-literowym prefiksie stowa.

To rozwigzanie wyznacza odpowiedz dp[n, m| w zlozonosci czasowej O(nm),
wiec zdecydowanie zbyt wolno. Pozwala nam ono jednak zaobserwowac ciekawa
rzecz: z powyzszego wzoru wynika, ze odpowiedz nie zaleZy od konkretnych
liter stowa s, a jedynie od jego dlugosci n. Tak wiec réwnie dobrze mozemy
wyznaczy¢ liczbe sléw, ktére zawieraja n takich samych liter = jako podciag.
Ustalmy pozycje 1 < i1 < iz <...< i, < m, na ktérych stoja te litery (przy
czym wybieramy pozycje z pierwszymi n wystapieniami litery z, liczac od lewej).
Tak wiec wszystkie litery przed pozycja i1 nie moga by¢ litera x, ale mogg by¢
dowolna inna; analogicznie wszystkie litery pomiedzy pozycjami i oraz ig41.
Natomiast litery za pozycja i, moga by¢ juz dowolne. Tak wiec w zaleznosci od
wyboru pozycji i, mamy wzér:

- in—1 Gp—"N m—in
Ans = Z <n_1>(A—1) CATT
in=n
Ta suma nie jest jednak zbyt przyjemna. Wygodniej bytoby rozwazy¢ wszystkie
pozycje, na ktérych wystepuje litera x; zatézmy, ze jest ich N > n. Wtedy na
pozostatych m — N pozycjach moga wystapi¢ dowolne inne litery. To upraszcza

sume do:
Ans =Y () (Aa-1mN.

N=n N
Ta suma ma az O(m) skladnikéw. Zauwazmy, ze jest to m + 1 — n koricowych
skladnikéw z rozwiniecia w dwumian Newtona ((A — 1) + 1)™, zatem mozemy ja
zamieni¢ na n poczatkowych skladnilflc’ivlv:

(”f‘) (A— 1)y,
i

Ans = A™ — Z
i=0

Co ciekawe, mozemy kombinatorycznie uzasadni¢ poprawnos¢ powyzszego
wzoru. Skoro sktadnik A™ oznacza liczbe wszystkich stéw m-literowych, to
wystepujaca za nim suma ze znakiem minus powinna oznaczaé liczbe stow, ktére
nie zawierajg s jako podciggu. Tak jest w istocie: jesli stowo nie zawiera s, ale
zawiera jego i-literowy prefiks (dla i < n), to znowu, idac zachtannie od lewej,
przed kazda pozycja mozemy wybraé¢ z A — 1 liter, ale tez za ostatnia pozycja
mamy A — 1 mozliwosci, bo te litery musza by¢ inne niz s[i + 1].

Jak szybko wyznaczyé Ans? Aby obliczyé poczatkowe A™ | uzyjemy szybkiego
potegowania w czasie O(logm), podobnie zrobimy z pierwszym skladnikiem sumy
(dla i = 0), ktéry jest réwny (A — 1)™. Kazdy kolejny skladnik sumy wyznaczymy
w czasie stalym na podstawie poprzedniego:

m—i

(z’ Tl) (A -yt = (T) (A= (i+1)(A-1)

Potrzebujemy do tego odwrotnosci modulo P dla liczby A — 1 oraz liczb
1 <i < n; w uwadze na marginesie przypominamy, jak wyznaczy¢ je efektywnie.
Ostatecznie uzyskujemy algorytm o zlozonosci czasowej O(n + log P + log m).
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