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Rozwigzanie zadania M 1747.
Niech p1,pa2, ..., p2023 beda réznymi
liczbami pierwszymi. Wéwczas zbior
{a1,az2,...,a2023}, gdzie

1
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spetnia warunki zadania.
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Rozwigzanie zadania M 1748.
Zauwazmy, ze gdyby przy stole siedzieli
sami klamcy, nikt z nich nie méglby
powiedzieé: ,,Wszyscy, ktérych widze, sa
kltamcami”, poniewaz bytaby to prawda.
Zatem przy stole siedzi przynajmniej
jeden rycerz, nazwijmy go Ahmed. Skoro
jest on prawdoméwny, to wszystkich

27 0s6b, ktére widzi, jest ktamcami.

Gdyby jego obaj sasiedzi byli ktamcami,
to méwiliby prawde, deklarujac, ze widza
samych klamcéw — co jest niemozliwe.
Zatem jeden z sgsiadéw Ahmeda réwniez
jest rycerzem. Kazda inna osoba siedzaca
przy stole poza tymi dwoma rycerzami

j widziana przez Ahmeda lub jego
sgsiada rycerza, wigc musi by¢ kltamca.
Nietrudno sie réwniez przekonad, ze
konfiguracja, w ktorej wystepuje tylko
dwoch siedzacych obok siebie rycerzy,
faktycznie spelnia warunki zadania.

Regula znakéw Kartezjusza
Michat TARNOWSKI

Pierwiastki wielomianow sa troche jak Bég w jednym z cytatéw Einsteina:
wyrafinowane, ale nie zlosliwe. Z jednej strony w ogélnosci nie ma na nie
jawnych wzoréw”, ale z drugiej wiadomo, ze te pierwiastki zawsze istnieja,
przynajmniej jesli rozszerzymy poszukiwania do liczb zespolonych.

W tym artykule ograniczymy poszukiwania do pierwiastkéw rzeczywistych,
co bardziej odpowiada szkolnym realiom. Czasem nieskomplikowane reguly
pozwalaja czegos$ sie o nich dowiedzieé¢. Najprostsze z tych kryteriow sa tak
intuicyjne, ze nie majg swojej nazwy. Przedstawimy teraz dwa z nich.

Wykluczanie pdélprostej

Jedli wszystkie niezerowe wspotczynniki wielomianu sa tego samego znaku

(np. 2° + 2z + 1 lub —2°® — 22 — 3), to prézno oczekiwaé rozwiazan dodatnich,
bo dodatnie argumenty prowadza do wartosci o znaku takim, jaki maja
wspolczynniki wielomianu. Mozna powiedzieé, ze daje to nam warunek
wystarczajacy braku pierwiastkéw dodatnich. Nasuwa sie pytanie: czy jest on
réwniez konieczny? OdpowiedZ brzmi: nie; kontrprzykladem jest tu choéby

2?2 — 22 +2 = (v — 1)? + 1, pozbawiony jakichkolwiek pierwiastkéw rzeczywistych.
Jednoczesnie, jesli wielomian ma tyle pierwiastkéow ujemnych, ile wynosi jego
stopien, to jego wspdlczynniki sa jednakowego znaku, co wynika wprost ze
wzordéw Viete’a.

Podobne rozumowanie pozwala czasem wykluczy¢ pierwiastki ujemne, bo sa

to dodatnie pierwiastki lustrzanego odbicia wielomianu wzgledem osi pionowej:
f(—x). Przyktadowo funkcja f(x) = 28 — z + 1 nie ma ujemnych miejsc zerowych,
bo dla ujemnych argumentéw przyjmuje dodatnie wartosci.

Gwarancje istnienia na polprostej

Dla wielomianu f(x) = a,a™ + - - + a12 + ap wyraz wolny ag to inaczej jego
wartos¢ w zerze, za to wspoélczynnik wiodacy a, moéwi co$ o granicy tej funkcji
w nieskoniczonodci: sgn a,, = sgnlim,_,, f(z). Dlatego jesli znaki skrajnych
wspélezynnikéw sa przeciwne (aga, < 0), to wielomian gdzie$ na polprostej
dodatniej musi mie¢ miejsce zerowe — zgodnie z twierdzeniem Darboux

o przyjmowaniu wszystkich wartosci posrednich przez funkcje ciagla.

7 przedstawionych wyzej kryteriéw mozna wywnioskowaé¢ na przyktad, ze
wielomian 7 + z — 2 nie ma pierwiastkéw ujemnych, za to musi mieé¢ co najmniej
jeden dodatni.

Czy to koniec listy heurystyk? Czy znaki wspélczynnikow moga mieé jeszcze
jakis inny uklad, ktory wyklucza pierwiastki z ktorej$ péiprostej lub przeciwnie
— gwarantuje jakie$ pierwiastki na niej? Tu na scene wkracza tytulowa regula
znakow przypisywana Kartezjuszowi — mimo ze pierwszy dowdd jej poprawnosci
moze pochodzié¢ dopiero od pézniejszych matematykow. Reguta znakéw
Kartezjusza (RZK) wiaze ze sobg dwie proste wielkosci:

e p, czyli liczbe dodatnich pierwiastkéw niezerowego wielomianu, liczac ich
krotnosci,

e s, czyli liczbe zmian znakéw przy jego niezerowych cztonach,
uporzadkowanych ,standardowo”, wedtug malejacych poteg.

RZK orzeka, ze réznica s — p jest nieujemna i parzysta.
Widaé, ze wynikaja z niej wczesniej omawiane kryteria:

¢ jednakowe znaki przy wszystkich niezerowych czlonach, czyli s = 0, daja p <0,
czyli p = 0 — brak pierwiastkéw dodatnich;

o jesli wspélezynnik wiodacy i wyraz wolny maja przeciwne znaki (aga, < 0),
to liczba s jest nieparzysta, a zatem p réwniez musi takie by¢ i wynosi co
najmniej jeden.
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Rys. 1. Ilustracja do twierdzenia Rolle’a.
Miegdzy miejscami zerowymi funkcji
rézniczkowalnej (punkty a i b) znajduje
sig miejsce zerowe jej pochodnej

(punkt ¢). Mozna je scharakteryzowaé
jako ekstremum lokalne, ktérego istnienie
gwarantuje twierdzenie Weierstrassa.
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Rys. 2. Przyklad dzialania metody
bisekcji dla ciagglej funkcji f(z)
przyjmujgcej wartosci réznych znakéw na
kraricach przedziatu (2, 3). Jako pierwszy
wyraz iteracji bierzemy Srodek przedziatu.
Poniewaz f(2,5) < 0, zgodnie z wlasnoScia
Darboux funkcji cigglych miejsce zerowe
istnieje w przedziale (2,5, 3) — i jako
drugi wyraz bierzemy srodek tego
przedziatu. Procedur¢ powtarzamy, majac
gwarancje, ze n-ty wyraz tak uzyskanego
ciagu przyblizen jest odlegly od miejsca
zerowego o nie wigcej niz 27"

Pozostaje przejé¢ do dowodu ogdlnego twierdzenia; mowiac matematycznym
zargonem: jest on elementarny, ale nietrywialny.

Rozpoczniemy od uzasadnienia, ze s — p jest liczba parzysta. Mozliwe sa dwa
przypadki: wyrazy wiodacy i wolny maja albo takie same znaki (a,aq > 0),
albo przeciwne (anag < 0). W pierwszym wypadku s i p sg oba parzyste (druga
parzystos¢ wynika z tego, ze wartoéci wielomianu w 0 i w granicy oo maja

ten sam znak). Analogicznie, w drugim przypadku obie wielkosci musza byé
nieparzyste. Obie ewentualnosci daja parzysta warto$¢ réznicy s — p.

Pozostaje udowodnié, ze s — p > 0. Ta czes¢ dowodu korzysta z kilku elementéw:
wlasnoéci pochodnych wielomianéw, z indukcji, z twierdzenia Rolle’a oraz

z czeSci pierwszej. Poréwnanie wielkosci s i p jest posrednie, przez analogiczne
parametry wielomianu pochodnego: s’,p’.

(i) Rézniczkowanie wielomianu nie zmienia znaku wspoélczynnikéw, liczac od
tego przy najwyzszej potedze: (apz®)’ = kapax*~1 k > 0. W ten sposéb
na pewno nie powstanie zadna nowa zmiana znaku. Moze si¢ co najwyzej
zdarzy¢, ze jedna ze zmian znaku wiazala si¢ z wyrazem wolnym, ktory
znika przy rézniczkowaniu; zatem s > s’

(ii) Dowodzona nier6wnosé s > p w trywialny sposob zachodzi dla wielomianéw
stopnia 0 (tzn. stalych), wtedy s = p = 0. Dlatego aby udowodnié, ze
nieré6wnoéé¢ zachodzi w ogélnosci, wystarczy pokazaé¢ krok indukcyjny —
czyli ze nieréwnosé dla ustalonego stopnia n wynika z nieréwnoéci dla
nizszych stopni. Poniewaz rézniczkowanie zmniejsza stopien wielomianu
o 1, z zalozenia indukcyjnego mamy s’ > p'.

(iii) Zgodnie z twierdzeniem Rolle’a (rys. 1) pomiedzy pierwiastkami
wielomianu muszg sie znajdowaé¢ pierwiastki jego pochodnej. Odpowiednich
przedzialow jest o jeden mniej niz pierwiastkéw f, ktorymi te przedzialy sa
rozdzielone i otoczone; w takim razie p’ > p — 1.

Te trzy spostrzezenia pozwalajg ulozyé cigg nieréwnosci: s > s’ > p' > p— 1.
Prowadzi to do wniosku, ze s —p > —1, a udowodniona wczesniej parzystosé
tej réznicy pozwala poprawié¢ te nieréwnosé: s — p > 0. Krok indukcyjny zostal
wykazany, a razem z nim ogolne twierdzenie. (I

Oczywiscie reguta Kartezjusza pozwala tez powiedzie¢ co$ o liczbie pierwiastkow
ujemnych — wystarczy rozwazaé wielomian z odwréconym znakiem argumentu,
f(=z). Dalsze zmiany wspdélrzednych pozwalaja tez powiedzieé¢ co$ o liczbie
miejsc zerowych w dowolnie ustalonym przedziale — takie uogdlnienie bywa
nazywane twierdzeniem Budana lub Fouriera.

Dla przyktadu rozwazmy wielomian p(z) = 23 — 52 + 1. Zgodnie z regula
Kartezjusza ma on 0 lub 2 dodatnie pierwiastki. Przyjrzyjmy sie wielomianowi

3y +2
ay) = (y+ 1% 222 = 13y° + 1792 + 4y — 1.
y+1
Funkcja ¢(y) = Syy:f =3- ui}H jest rosnaca na poéiprostej dodatniej,

z czego wynika, ze kazdemu dodatniemu pierwiastkowi y* wielomianu ¢(y)
odpowiada jednoznacznie pierwiastek x* = p(y*) wielomianu p(z), nalezacy
do przedziatu ((0), ¢(00)) = (2,3). Zgodnie z RZK wielomian ¢(y) ma
dokladnie jeden dodatni pierwiastek, zatem wielomian p(z) ma dokladnie
jeden pierwiastek w przedziale (2, 3). Mozna powiedzieé, ze pierwiastek ten
zostal wyizolowany i, gdybyémy chcieli, mogliby$my go dalej numerycznie
przyblizy¢ z dowolna dokladnoscia, korzystajac na przyklad z metody bisekcji
(rys. 2). Tego typu analize mozna przeprowadzi¢ w sposéb systematyczny,
tak aby wyizolowaé¢ wszystkie rzeczywiste pierwiastki zadanego wielomianu,
tzn. wyznaczy¢ roztaczne odcinki, z ktorych kazdy zawiera doktadnie jeden
pierwiastek, i jednoczesnie mie¢ pewnos¢, ze poza wyznaczonymi odcinkami
tych rzeczywistych pierwiastkéw nie ma. Na takim podejéciu opieraja sie
na przyklad metody VAG (Vincenta—Alesiny—Galuzziego, 2000) i VAS
(Vincenta—Akritasa—Strzebonskiego, 2005). Regula znakéw Kartezjusza jest
zatem czyms wiecej niz tylko historyczna ciekawostka.
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https://www.youtube.com/watch?v=PLjRvX_RMpw
http://www.pkoprowski.eu/lcm/lcm.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=WLRcPB1I8SM
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