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Rozwa£my trójkąt ABC, w którym54

Wskazówkidozadań

1.Wystarczywykazać,£etrójkątyAEP

iABRsąprzystające(kbk).Pomo£e
wtymfakt,£eprostaAEjeststycznado
okręguwystępującegowzadaniu.
2.TrójkątyAQBiDQCsąprzystające
(bbb).Ztegomo£nawywnioskować,£e
♣?BPC♣=♣?BQC♣.
3.Zachodzirówność♣AB♣=♣XY♣,gdy£

şukẊCYtopoşowaşukuȦCB,więc
opartynanimkątmamiarę60

◦
.Środek

okręguwpisanegowtrójkątABCŰ
nazwijmygoIŰle£ynaprzecięciu
odcinkówAXiBY.Wystarczy
udowodnić,£e△ABI≡△YXI,
iwywnioskowaćtezęztego,£ewysokości
tychtrójkątówopuszczone
zwierzchoşkaImająjednakowądşugość.
4.Zacząćodwykazania,£e
△ADD1≡△BAB1oraz
△ADD2≡△BAB2.Kropkęnadıstawia
przystawanie△D1DD2≡△B1AB2.
5.Dziękiwşasnościomkątówwokręgu
mo£nawykazać,£etrójkątyBPSiQCS

mająodpowiedniekątytejsamejmiary,
cowpoşączeniuzrównością♣BP♣=♣CQ♣
dowodziichprzystawania.Wtakimrazie
odlegşościpunktuSodprostychBP

iQCsąrówne.
6.NiechO,O1,O2będąśrodkami
okręgówośrednicach,odpowiednio,AB,
AC,BC.Wystarczyudowodnić,£e
♣OK♣=♣OL♣(dlaczego?),atowynika
zprzystawaniatrójkątówKO1OiOO2L.

♣BC♣ = a, ♣CA♣ = b, ♣AB♣ = c,

♣?CAB♣ = α, ♣?ABC♣ = β, ♣?BCA♣ = γ.

Niech A′B′C ′ będzie trójkątem z analogicznie przyjętymi oznaczeniami a′, b′, c′,
α′, β′, γ′.

Trójkąty ABC i A′B′C ′ nazywamy przystającymi, jeśli a = a′, b = b′, c = c′,
α = α′, β = β′, γ = γ′. Piszemy wówczas △ABC ≡ △A′B′C ′. Dobrze jest w tym
zapisie zwracać uwagę na kolejność wierzchoşków Ű tutaj A i A′ wymienione są
jako pierwsze, bo a = a′ i α = α′; z analogicznego powodu B i B′ są jako drugie,
a C i C ′ jako trzecie. Zapis △ABC ≡ △B′C ′A′ nie jest bşędny, ale trudniej
odczytywać z niego informacje o tym, które boki są równej dşugości i które kąty
są równej miary.

Twierdzenie. Je£eli zachodzi choćby jeden z poni£szych warunków:

(bbb) a = a′, b = b′, c = c′,
(bkb) a = a′, β = β′, c = c′ (lub jeden z dwóch analogicznych),
(kbk) α = α′, b = b′, γ = γ′ (lub jeden z dwóch analogicznych),

to trójkąty ABC i A′B′C ′ są przystające.

Intuicja jest następująca. Aby móc jednoznacznie skonstruować trójkąt
(na przykşad za pomocą cyrkla i liniaşu), wystarczą jego trzy boki (bbb) lub
dwa boki i kąt między nimi (bkb), lub bok i dwa kąty (kbk).

Cechy przystawania trójkątów to narzędzie, dzięki któremu z niepeşnej
informacji (trzy równości) otrzymujemy informację peşną (sześć równości),
co pozwala uczynić postęp w rozwiązywaniu zadania.

Zadania

1. Punkty A, B, C le£ą w tej kolejności na jednej prostej, przy czym
♣AB♣ < ♣BC♣. Czworokąt ABDE jest kwadratem. Okrąg o średnicy AC

przecina prostą DE w punktach P i Q, przy czym punkt P nale£y do
odcinka DE. Proste AQ i BD przecinają się w punkcie R. Udowodnić, £e
♣DP ♣ = ♣DR♣. (LII Olimpiada Matematyczna)

2. W czworokącie ABCD zachodzi równość ♣AB♣ = ♣CD♣. Proste AB i CD

przecinają się w punkcie P . Symetralne odcinków BC i DA przecinają
się w punkcie Q. Wykazać, £e punkty B, C, P , Q le£ą na jednym okręgu.
(X Olimpiada Matematyczna Juniorów, zmodyfikowane)

3. Dany jest trójkąt ABC, w którym ♣?ACB♣ = 60◦. Na trójkącie tym opisano
okrąg ω. Punkt X jest środkiem tego şuku BC okręgu ω, który nie zawiera
punktu A. Punkt Y jest środkiem tego şuku CA okręgu ω, który nie zawiera
punktu B. Udowodnić, £e prosta XY jest styczna do okręgu wpisanego
w trójkąt ABC. (XI Olimpiada Matematyczna Juniorów)

4. Dany jest kwadrat ABCD. Przez punkt A przechodzą proste ℓ1 i ℓ2,
które przecinają odcinki, odpowiednio, BC i CD. Punkty B1, B2, D1, D2

są rzutami punktów B i D na proste, odpowiednio, ℓ1 i ℓ2. Dowieść, £e
♣B1B2♣ = ♣D1D2♣.

5. Punkty P i Q le£ą, odpowiednio, na bokach AB i AC trójkąta ABC, przy
czym speşniona jest równość ♣BP ♣ = ♣CQ♣. Odcinki BQ i CP przecinają
się w punkcie R. Okręgi opisane na trójkątach BPR i CQR przecinają się
ponownie w punkcie S ≠ R. Udowodnić, £e punkt S le£y na dwusiecznej
kąta BAC. (LXVII Olimpiada Matematyczna)

6. Punkt C le£y na odcinku AB. Prosta ℓ przechodzi przez punkt C oraz
przecina okręgi o średnicach AC i BC w punktach, odpowiednio, K i L

(ró£nych od C). Ta sama prosta przecina okrąg o średnicy AB w punktach M

i N , przy czym punkty M , K, L, N le£ą na niej w tej kolejności. Wykazać, £e
♣KM ♣ = ♣LN ♣.
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