Klub 44 M
1-44

Termin nadsylania rozwiazan: 31 VIII 2023

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
849 (WT = 2,53) i 850 (WT = 2,92)
z numeru 11/2022

Mikotaj Pater Opole 47,04
Janusz Olszewski Warszawa 46,90
Pawel Najman Krakéw 39,93
Adam Woryna Ruda Sl. 38,27
Norbert Porwol Essen 38,01
Radostaw Kujawa  Wroctaw 37,96
Marcin Kasperski Warszawa 37,65
Szymon Tur 34,18
Piotr Kumor Olsztyn 30,62

Pan Mikotaj Pater — trzeci raz 44 p. —
wiec juz Weteran. A pan Janusz
Olszewski, niestrudzony, po raz kolejny
(ktéry to juz?) mija magiczng linig 44.

Zadania z matematyki nr 863, 864

Redaguje Marcin E. KUCZMA

863. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p > 2 takie, ze kazda z liczb p + 4k2,
gdzie k =1,2,...,p—1, takze jest liczba pierwsza.

864. Znalez¢ liczbe C' > 0 o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej liczby calkowitej
n > 1 oraz dla kazdego uktadu liczb rzeczywistych x4, ..., x, spelniajacego
warunki 1 < ... < x, oraz x1 + ...+ x,, = 0 zachodzi nieréwnos¢:

n n
Zixi > an |4
i=1 i=1

Im wieksza stala C, tym lepsze rozwiazanie.

Zadanie 86/ zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2023

Przypominamy tresé¢ zadan:

855. Rozwazamy funkcje f: [0,1] — [0, co) spelniajace warunki: f(1) = 1 oraz
fl@+y) = fle)+ f(y), edy

Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe C' > 0 o tej wlasnodci, ze dla kazdej rozwazanej funkcji f ma miejsce
oszacowanie: f(z) < Cz (dla = € [0, 1]).

z,y,z+y € [0, 1].

856. Rozstrzygnad, czy istnieje ciag nieskoriczony (a1, asz,as,...) o wyrazach catkowitych dodatnich
taki, ze kazda dodatnia liczba calkowita wystepuje doktadnie raz w kazdym z ciagéw (a1, az,as,...)

oraz (di,ds,ds,...), gdzie d; = |a; — aj4+1].

855. Kazda z rozwazanych funkcji f jest niemalejaca,
bowiem jesli 0 < a < b < 1, to
f) = flat+b—a)> f(a) + f(b—a) > f(a).
Skoro wiec f(1) =1, to f(z) < 1 dla wszystkich
x € [0,1]. Ponadto (biorac w zalozeniu x = y) widzimy,
ze f(2x) > 2f(z) dla z € [0, 5].
Ustalmy liczbe x € (0, %] i niech n bedzie najwicksza
liczba naturalna, dla ktérej 2"z < 1. Wowcezas
fl@) < 3f(2z) <...< (%)nf(Tlm) < (%)n A poniewaz
2"ty > 1, czyli 2z > (%)n, dostajemy oszacowanie
f(z) <2z dla z € (0, ). To samo oszacowanie jest
stuszne takze dla z € (1,1] (bo wtedy f(z) <1 < 2z);
za$ dla x = 0 mamy f(0) > 2f(0), skad f(0) = 0.
Tak wiec
f(z) <2z dla wszystkich x € [0, 1].
To znaczy, ze stala C' = 2 ma zadana wlasnosé. Nie
mozna jej zmniejszy¢, co pokazuje przyklad funkcji
1
f(o) = {? ceoc
aze(z,1];

dla niej f(x)/xz — 2 przy « — %—I—. Zatem C' = 2 jest
najmniejsza liczba, o ktéra pyta zadanie.

856. Jest wiele takich ciagéow. Przyktadowa konstrukcja:

(a1,az2,a3) = (1,3,2); wigc (d1,d2) = (2,1). Bedziemy
ciag przedluzaé¢ indukcyjnie, dotaczajac po trzy
elementy. Ustalmy n > 1 i zalézmy, ze zostaly juz
okreslone wyrazy a; o numerach i < 3n tak, ze (przy
okresleniu d; = |a; — a;41]):
(1) ciagi (a1,...,a3,) oraz (dy,...,dsp—1)

sa réznowartosciowe.
Przyjmijmy dodatkowo, ze
(2) kazda liczba mniejsza od as, jest obecna

w ciagu (a1,...,a3,)
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(liczba w tym zadaniu znaczy stale: liczba calkowita
dodatnia); dla n = 1 warunek (2) jest spelniony.

Niech a bedzie najmniejsza liczba rézna od aq, ..., as,
i niech § bedzie najmniejsza liczba rézna od
dy,...,dsn—1. Z zalozenia (2) wynika, ze a > agy,.
Wprowadzamy ponadto parametr = (ktéremu wartosé

zostanie nadana pdzniej). Definiujemy:

(3) A3n4+1 =T, A3p42 =T —0, 343 = Q.
Aby ciagi (a1, ...,a3n+3) 1 (d1,...,d3nt2) byly
roznowarto$ciowe, potrzeba i wystarcza, by spelnione
byty nastepujace warunki:

r#a, x—0#a; (dlai<3n), z#a, z—0#aq;
agn—z| #dj, |r—d—a|#d; (dlaj<3n-1),
|a3n_x‘7é57 |1’—(5—a|755’ |a3n_x‘7é|$_(5—0[|.

Ostatni z wypisanych warunkéw wymaga

w szczegblnosei, by « — ag,, # © — § — o czyli by

asn, # a+ d; a tak jest, skoro a > as, (do tego

bylo potrzebne zalozenie (2)). Kazdy z pozostalych
warunkéw eliminuje skonczenie wiele mozliwych
wartosci parametru x. Pozostaje nieskonczenie

wiele liczb (nie wyeliminowanych). Bierzemy jako x
(na przyklad) najmniejsza z nich. Wzory (3) okreslaja
kolejna tréjke wyrazéw ciagu (a;) (wiec i ciagu (d;));
a dzieki wypisanym warunkom zapewniajg spetnienie
wlasnosci (1) z n zastapionym przez n+1. Réwniez
wlasnosé (2) przenosi sie z n na n+1, bo azn43 = a.

Przedstawiona procedura generuje nieskonczone

ciagi (a;), (d;). A poniewaz zaréwno do jednego, jak

i drugiego ciagu byla na kazdym kroku dotaczana
najmniejsza liczba nieobecna we wczeéniej okreslonym
odcinku ciggu (« oraz §), gwarantuje to, ze

w kazdym z tych ciagdéw znajdzie sie¢ kazda liczba
naturalna.



Klub 44 F

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VIII 2023

Rys. 2

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
748 (WT = 2,4), 749 (WT=3,47)

z numeru 12/2022

Pawetl Perkowski Ozaréw Maz. 4-43,27
Jan Zambrzycki Bialystok 3—-40,89
Marian Lupiezowiec Gliwice 2-35,78
Jacek Konieczny Poznan 38,68
Tomasz Wietecha Tarnéw 16-22,09
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw  3-18,61
Pawel Kubit Krakéw s

Ryszard Baniewicz ~ Wloctawek 1-15,23
Konrad Kapcia Poznan 2-14,62

Pan Baniewicz omytkowo zostal
nieuwzgledniony w poprzedniej czoléwece,
gdzie mial 14,75 punktow.

Zadania z fizyki nr 760, 761
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

760. Cienki, gietki sznurek o dlugosci | = 1m i masie M = 1kg przyczepiony jest
dwoma koncami do sufitu. Odlegtos¢ od sufitu do srodka sznurka H = 0,1 m.
Znalez¢ naprezenie sznurka w najnizszym punkcie oraz w odlegtosci H/2

od sufitu.

761. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 wskazania amperomierzy

Ay i Ay wynoszg, odpowiednio, 0,3 A i 0,2 A. Po zamianie dwéch opornikéw
miejscami wskazania te nie zmienily sie. Jakie jest natezenie pradu plynacego
przez baterie? Opory wewnetrzne amperomierzy i baterii sa zaniedbywalne.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2023
Przypominamy tresé¢ zadan:

752. Na niewazkiej nici wisza w jednorodnym polu ciezkosci dwa ciezarki o masach M i m,
polaczone sprezyna o wspélczynniku sprezystosci k i zaniedbywalnej masie (rys. 2). Ni¢ przepalono.
Po jakim czasie sita naciggu sprezyny po raz pierwszy osiggnie wartos¢ zero? Zakladamy, ze do tego
momentu dolny ciezarek nie uderzy jeszcze w podloze.

753. Przedmiot AB znajduje si¢ w odleglosci a = 36 cm od cienkiej soczewki o ogniskowej f = 30cm.
W odlegloéci I = 1 m za soczewka umieszczono zwierciadlo ptaskie nachylone do osi optycznej soczewki
pod katem 7 /4 (rys. 3). W jakiej odleglosci H od osi optycznej soczewki nalezy umiesci¢ dno
naczynia z woda, aby otrzymac¢ na nim ostry obraz przedmiotu? Wysokos$¢ warstwy wody w naczyniu
wynosi d = 20 cm, wspélezynnik zalamania wody n = 4/3.
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752. Po przepaleniu nici §rodek masy uktadu porusza sie¢ w dét

z przyspieszeniem ziemskim g. W uktadzie $rodka masy ciezarki poruszaja sie
wzgledem siebie pod wplywem sily sprezystosci. W chwili poczatkowej predkosci
obu ciezarkéw sa réwne zeru, a rozciagniecie sprezyny wynosi x (0) = mg/k.
Opis ruchu dwoch cial mozemy zastapi¢ opisem ruchu jednego ciala o masie
zredukowanej p = mM /(m + M) w polu sity F' = —kz. Okres drgan wynosi

T = 2m+/p/k. Sila naciagu sprezyny osiagnie warto$¢ zero po czasie

(%) t=T/4=0,5m/mM/k(m+ M).

Mozemy tez rozwazy¢ ruch kazdego z cigzarkdéw na swojej czesci sprezyny

— od $rodka masy do odpowiedniego ciezarka. Wspdtczynnik sprezystosci
kawalka polaczonego z masa m wynosi ky = k (M 4+ m)/M, co wynika z réwnan
1/k =1/ky + 1/kg oraz ky/ke = m/M. Ciezarki drgaja w przeciwfazie, a ich okres
drgait wynosi T' = 2m+/m/ky = 2m\/M/ky. Szukany czas dany jest wzorem (x).

753. Gdyby nie bylo zwierciadla, obraz przedmiotu powstalby w odleglosci

b= fa/(a— f) =180 cm za soczewka. Zwierciadlo powoduje, ze obraz powstaje
w odleglosci h = b — [ = 80 cm ponizej osi optycznej. Warstwa wody odsuwa

ten obraz od osi optycznej o odcinek A; Ay (rys. 4). Jego dlugo$é wynosi

|A1As| =d — |EC| =d—|EG|/tga. Ostry obraz w soczewce cienkiej powstaje, gdy
promienie sa przyosiowe. Mozemy wiec zastosowaé przyblizenie malych katow:
Odleglo$é od osi optycznej, w jakiej powinno znajdowaé sie dno naczynia,
wynosi H=h+d(1—1/n) =85cm.

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania

dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
robié¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym

z matematyki i z fizyki nalezy przesyltaé¢ w oddzielnych kopertach, czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktow jest zaliczana

Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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