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Dynamiki i ciecia Jonatan GUTMAN*

Teoria ukladéw dynamicznych jest wazna galezig matematyki, powigzana

z naukami przyrodniczymi i inzynieria. Uklad dynamiczny (albo dynamika)
sklada sie ze zbioru X nazywanego przestrzeniq fazowq oraz reguly ewolucji
O(x,t) : X x R — X, o ktérej mozna mysleé jako o rodzinie funkcji X — X
parametryzowanej liczbami rzeczywistymi. Przestrzen fazowa to zbiér wszystkich
mozliwych standw swiata (np. polozenia i predkosci wszystkich planet Ukladu
Slonecznego), natomiast reguta ewolucji ® jest funkcja, ktéra dla danego stanu z
w chwili 0 okresla, do jakiego stanu ®(z,t) dojdziemy po czasie t (np. jesli x
méwi o aktualnej pozycji Ziemi w Ukladzie Stonecznym, to ®(z, 1 rok) bedzie ta
sama pozycja Ziemi, czyli ®(z,0)). W zwiazku z tym zakladamy, ze dla kazdego
x € X zachodzi ®(x,0) = x (czyli jesli czas wcale nie uplynie, to bedziemy w tym
samym stanie) oraz ®(P(x,t),s) = ®(z,t+ s) (czyli jesli ze stanu x przejdziemy
do stanu za t jednostek czasu, a nastepnie do stanu za s jednostek czasu, to
réwnie dobrze moglisémy przej$¢ z x do stanu za ¢ + s jednostek czasu). Bedziemy
rowniez przyjmowad, tak jak to zwykle robi sie w dynamice topologicznej, ze X jest
przestrzenia metryczna i zwarta, a funkcja ® jest ciggta. To techniczne zalozenia,
ktére przydadza sie nam pdzniej w dowodach i nie sg potrzebne Czytelnikowi do
zrozumienia intuicji przedstawionych w tym artykule.

Przyktady uktadéw dynamicznych w naszym zyciu mozna mnozy¢

w nieskoniczono$¢. Wspomniany juz ruch planet Ukladu Stonecznego,
zmieniajaca sie pogoda, produkcja krwinek we krwi, poruszanie sie bil po stole
bilardowym, ruch czasteczek gazu w pojemniku, cukier rozpuszczajacy sie

w filizance kawy, zmiany gietdowe, formowanie si¢ korkéw w ruchu drogowym —
to wszystko przyklady ukladéw dynamicznych.

Przeanalizujemy teraz jeden z najbardziej klasycznych przyktadéw uktadu
dynamicznego, czyli wahadto matematyczne. To wyidealizowany model wahadla,
ktére sktada sie z punktu materialnego o masie m znajdujacego sie na koncu
niewazkiego preta o dtugosci ¢. Oznaczmy przez 0(t) kat wychylenia preta

w chwili ¢ mierzony wzgledem stanu réwnowagi, czyli sytuacji, kiedy punkt
znajduje si¢ nieruchomo w najnizszym polozeniu. Czytelnik, ktéry poznal juz
réwnania rézniczkowe, moze tatwo wyprowadzi¢ z zasad dynamiki Newtona
réwnanie opisujace ruch wahadta:

6= —% sin (0),

gdzie g to przyspieszenie grawitacyjne, a symbolem g oznaczamy druga
pochodna funkeji 6(¢).

Stan wahadla mozemy opisaé przez jego polozenie

i predko$¢. Poniewaz chcemy, aby przestrzen stanow
byla zwarta, zalézmy, ze mamy ograniczenie na
maksymalna energie poruszajacego si¢ punktu. W takim
razie mamy tez ograniczenie na jego maksymalna
predkosé (powiedzmy V). Z kolei polozenie punktu
mozemy opisaé¢ przez jego polozenie na okregu, ktory
bedziemy oznaczaé¢ S'. W takim razie przestrzen fazowa
tego uktadu dynamicznego moze by¢ zapisana jako:

X =S'x[-V, V],

czyli jest powierzchnia boczng walca. Gdybys$my

nie potrzebowali zalozenia o zwartosci przestrzeni,
mogliby$my za zbiér stanéw przyjaé X' = R x R.
Witedy pierwsza wspotrzedna reprezentowalaby dystans
pokonany zgodnie z ruchem wskazéwek zegara (czyli
wahadlo po pelnym obrocie nie wraca do tego samego
punktu, ale jest dalej o obwdd okregu), zas druga
wspolrzedna moéwitaby o predkoéci, tyle ze tym razem
nie musialaby by¢ juz ona ograniczona.
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Mimo Ze zwarta przestrzen fazowa X = S! x [~V V]
ma lepsze wlasno$ci matematyczne, to do graficznego
przedstawienia prostsza jest ta druga opcja. Rysunek 2
przedstawia pewna reprezentacje (czesci) przestrzeni
fazowej wlasnie w tym drugim przypadku. Obrazek ma
wyglad do$é przyjemny dla oka — dzieki zastosowaniu
koloréw, krzywych i strzatek oddaje dynamike uktadu.
Jak nalezy go poprawnie interpretowac?

Rys. 2. Oé’pozioma przedstawia polozenie wahadta, a pionowa jego
predkosé. Zrédlo: Wikipedia



Jedli wybierzemy dowolny punkt na obrazku jako
startowy, to mozemy poptyngé wzdluz strzatek

i obserwowac, jak zmieniaja sie polozenie i predkosé
wahadla. Dla przykladu — zamkniete czarne krzywe
odpowiadaja sytuacji, kiedy wahadlo jest delikatnie
wychylone z polozenia réwnowagi i porusza sie tam

i z powrotem. W ten sposéb zaczynajac od jakiegos
wychylenia, zawsze bedziemy do niego wraca¢. W ich
$rodkach znajduja si¢ pojedyncze punkty — to stany,
kiedy wahadlo znajduje sie w najnizszej pozycji i nie
ma predkosci. W takiej sytuacji wraz z uplywem

czasu wahadlo pozostaje stale w tym samym miejscu,
a my nie mozemy nigdzie poplynaé. Czerwone linie
odpowiadaja sytuacji, w ktérej wahadlo ma na tyle
duza predkosé, ze caly czas obraca si¢ w jedna strone,
wykonujac pelne okregi. Czytelnika zachecamy do
zastanowienia sig, jakiej sytuacji odpowiadajg niebieskie
linie.

Jedno z podstawowych pytan, ktére matematyk moze
zadaé, brzmi nastepujaco: jak przestrzen fazowa
wyglada lokalnie? To znaczy ustalmy jakis stan i jego
male otoczenie i zastandéwmy sie, jak nasza dynamika
zachowuje sie w tym otoczeniu. Jeden z przyktadéw
mozliwych zachowan juz oméwilismy — jesli zaczynamy
w punkcie odpowiadajacym najnizszemu potozeniu
wahadla bez zadnej predkoéci, to zawsze w nim
zostaniemy, tj. dla takiego stanu x zachodzi ®(z,t) =
dla kazdego czasu t. Takie stany bedziemy nazywacé
punktami stalymi (fizycy nazywaja je punktami
réwnowagi). Na rysunku 2 mozemy zobaczy¢ 7 punktéw
statych. Trzy z nich odpowiadaja stanowi, kiedy
wahadlo znajduje si¢ w najnizszym potozeniu bez
zadnej predkosci. Cztery z nich leza z kolei na
przecieciu krzywych niebieskich. Czytelnika zachecamy
do zastanowienia sie nad tym, jakiemu stanowi
odpowiadaja te punkty.

Poniewaz dokladnie wiemy, jak wyglada ewolucja
punktéw stalych, sa one dla matematyka z tego punktu
widzenia nieciekawe. Rozwazmy wiec dostatecznie malte
otoczenia punktéw, ktore nie sa state. Mozemy latwo
zauwazy¢, ze na rysunku 2 wszystkie one wygladaja

z dokladnoscia do kierunku strzalek tak samo jak
ponizej.

Rys. 3. Sasiedztwo niestalego punktu

Czy to mozliwe, zeby to byla jakas ogélna prawidlowosé
zachodzaca dla kazdej dynamiki? Czy kazda dynamike
mozna jakos$ lokalnie ,wyprostowac”? Okazuje sie,

ze odpowiedzZ jest twierdzaca! Podamy teraz nieco
techniczny dowdd tego faktu.

Niech (X, ®) bedzie dowolna dynamika i niech z € X
bedzie jakims$ jej niestalym punktem. Na potrzeby
tego artykutu domkniety podzbiér S C X spelniajacy
x € S bedziemy nazywaé cieciem wokdt x o czasie
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iniekcyjnym n > 0, jesli obciecie ® do S x [—n, 7]

jest réznowartosciowe (w zwiazku z czym indukuje
homeomorfizm S x [—n,n] = ®(S x [-n,n])) oraz

x € Int(®_, ;1(S)). Ten drugi warunek gwarantuje, ze
cigcie nie jest zdegenerowane — na przyktad S = {z}
nie jest dozwolone, za$ ten pierwszy pokazuje, ze
dynamike w otoczeniu x mozna jako$ ,wyprostowaé” do
prostokata S x [—n,n], czyli mamy wlasnie do czynienia
z taka sytuacja jak na rysunku 3.

Amerykanski matematyk Hassler Whitney (1907-1989)
znany z wielu gtebokich wynikéw, miedzy innymi
twierdzenia Whitneya o zanurzeniu, w 1933 roku
udowodnil nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (Whitney). Niech (X, ®) bedzie dynamikg
i niech x € X bedzie niestatym punktem. Wtedy istnieje
ciecie S wokdl x.

Szkic dowodu. Przypomnijmy, ze zakladalidémy, ze
X jest przestrzenig metryczna. Oznaczmy wiec jej
metryke przez d. Zalézmy bez straty ogdlnodci, ze
®(z,1) # x. Dla y € X definiujemy:

1

0(y) = /d(@(y,s),z)ds.
0

Rozwazmy dla ustalonego y € X funkcje t — 6(P(y,t))
i oznaczmy warto$é jej pochodnej w ¢ = 0 przez 6'(y).
Prosty rachunek wykorzystujacy wlasnoéci funkcji ®
pokazuje, ze:

el(y) - d((I)(y, 1)7 l’) - d(y7 1’)7
wiec w szczegdlnoscei 0 jest ciagla. Jako ze @(x,1) # x,
to 0'(z) = d(®(z, 1), z) > 0. Korzystajac z ciaglosci @, 6’
i dodatniosci 6/, znajdujemy £ > 0 takie, ze
0(D(x, 1)) < 0(x) < 6(P(x,£)) 16" (P(x,t)) > 0dla
kazdego —2¢ < t < 2¢. Korzystajac z ciaglosei ®,0 1 6,
mozemy znalezé¢ takie otwarte otoczenie U punktu z, ze
dla kazdego y € U spelnione sa nastepujace warunki:

o §'(P(y,t)) > 0 dla kazdego —2¢ < t < 2¢ oraz
« 0(2(y, —0)) < 0(x) < O(2(y,L)).

W takim razie dla kazdego y € U mamy dokladnie jedno
—¢ < t, < { spelniajace 8(®(y,t,)) = 0(x). Udowodnimy
teraz, ze zbiér S = {®(y,t,) : y € U} jest cieciem

wokoél x. Rzeczywiscie, £ > 0 jest czasem iniekcyjnym
dla S. Co wigcej, jako ze —¢ < t, < {, to U C ®i_; 4(S).
Pozostaje wiec tylko wykazaé, ze S jest domkniete.

W tym celu zatézmy, ze mamy ciag punktéw & (y;,t,,)
zbiezny do jakiego$ w € X. Przechodzac do podciagu,
mozemy zalozy¢ bez straty ogdlnosci, ze y; zbiega do
jakiego$ z € U, za$ t,, zbiega do jakiego$ s € [, {].

Z ciaglosci @ oraz 6 wynika 6(®(z,s)) = 6(z), a to

w polaczeniu z jedynoscia t, daje t, = s. Wnioskujemy
wiec, ze w = D(z,t,), czyli S jest domkniete. To koniczy
dowdd. O

Twierdzenie Whitneya potwierdza zatem to, co widzimy
na rysunku 3 — kazda dynamike mozna lokalnie
swyprostowaé” (w odpowiednim oddaleniu od punktu
stalego), nawet jesli globalne zachowanie uktadu jest
bardzo skomplikowane.



