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Aby odpowiedzie¢ na pytanie zawarte w tytule, nalezy zaczaé¢ od wyobrazenia
sobie kozy wewnatrz okraglego, ogrodzonego pastwiska. Zwierze jest bardzo
gtodne i zje kazde zdzblo trawy, do ktorego dosiegnie. My nie chcemy jednak,
zeby kézka zbytnio sie przejadla ani aby caltkowicie ogolocila nasz trawnik,
dlatego przywiazujemy ja sznurkiem do plotu w taki sposob, aby mogla pasc
sie jedynie na pewnej czeéci pastwiska. Pojawia sie pytanie: jak dobraé¢ dlugoséé
sznurka, aby cze$¢ ta stanowila dokladnie polowe powierzchni dziatki? Pytanie
z pozoru proste, a jednak do niedawna nie istniala na nie doktadna, wedtug
matematycznych standardéow, odpowiedz.

Narodziny legendy

Problem ten okreslany jest najczesciej zadaniem z kozg
badz geometrycznym problemem kozy, ale wystepuje
réwniez pod innymi podobnymi nazwami. Obejmuje
on zazwyczaj rézne warianty tego zagadnienia,

ktore mozna podzieli¢ na dwie gléwne kategorie:
problem zewnetrzny — zwierze znajduje sie poza
pastwiskiem, i problem wewnetrzny — ze zwierzeciem
wewnatrz pastwiska. Za poczatek tej niezwyklej
historii w dziejach matematyki uznawane jest ukazanie
sie w 1748 roku w czasopiSmie The Ladies’ Diary:

Or, Woman’s Almanack pytania o pole, na jakim
bedzie mégl paéé sie kot uwiazany od zewnetrznej
strony okregu [4]. Przypadek ze zwierzeciem w $rodku,
jednoczesnie trudniejszy i ciekawszy (zob. [6]), pojawil
sie dopiero w 1894 roku w pierwszym wydaniu
American Mathematical Monthly. Mimo ze obecnie
najbardziej znanym zwierzeciem wystepujacym

w tym problemie jest koza, jako kanon przyjela sie
ona dopiero w latach 60. XX wieku. Zawitala tez na
tamy Delty w artykule Atraktor i koza, Ag,. Powody
przewagi popularnosci kozy nad innymi zwierzetami
gospodarskimi sa nadal niejasne.

Pomimo swej dtugiej historii rozwiazanie tego
problemu jawnym wzorem ukazalo si¢ dopiero

w 2020 roku w artykule Ingo Ullischa [5], obecnie
pracujacego na uniwersytecie w chiniskim miescie
Chongqing. Rozwiazanie to jest na tyle ciekawe

i zaskakujaco sprytne, a zarazem proste, ze warto mu
sig blizej przyjrzeé.

Problem dlugosci sznurka

Nasza poszukiwana wielko$cia jest dlugo$é¢ postronka,
ktorym przywiazujemy koze do plotu. Klasyczne

i najbardziej intuicyjne podejécia do tego problemu
prowadza do réwnan przestepnych, czyli niebedacych
réwnaniami liniowymi, kwadratowymi czy ogdlnie
wielomianowymi. Niestety zazwyczaj nie pozwalaja one
uzyskaé jawnych rozwiazan, i odpowiedzi otrzymuje sie
wtedy w sposéb numeryczny, czyli przyblizony. Spedza
to sen z powiek matematycznym purystom. W tym
przypadku da sie jednak te trudnosé w zaskakujacy
sposob obejsé. Zanim do tego dojdziemy, nalezy
wiedzie¢, z jakim rownaniem przestepnym mamy do
czynienia.
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Zacznijmy od schematu przedstawionego na rysunku.
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Okrag o érodku w punkcie M, i promieniu r to pastwisko, a punkt Ms
to miejsce przywiazania do plotu postronka diugosci R.

Na rysunku wida¢, ze szukane pole jest réwne sumie
pdl dwéch odcinkéw két o promieniach kolejno 7 i R.
Pierwszy z tych odcinkéw to obszar na prawo od
cieciwy QQ', a jego pole jest réznica miedzy polem
wycinka kola M1QQ’ (3ar?) a polem tréjkata
AMQQ" (3r?sina). Analogicznie wyraza sie
pole odcinka po lewej stronie cieciwy QQ’, wiec
przyréwnanie do potowy pola kota (%7‘(7"2) prowadzi
nas do réwnania:

1, . 1, i 1 5
(1) 5" (v —sina) + iR (8 —sinp) = 3T
Aby uprosci¢ to réwnanie, zauwazmy, ze trojkat
AM;M>(@Q jest rownoramienny, a trojkat APM>Q jest
prostokatny jako oparty na Srednicy. Z tych dwéch
faktéw wynikaja nastepujace réwnosci:

2) %+2-§:w, bf_E

Pierwsza z nich pozwala wyrugowaé z (1) kat «,
a druga promien R. Po skorzystaniu ze wzoréw na
sin(2p) i cos(8/2) réwnanie (1) upraszcza si¢ do:

(3) sin,@—ﬁcosﬁ—g:O.

Powyzsze rownanie moze nie wyglada przerazajaco,
jednak wciaz jest to rownanie przestepne. W przesztosci
podejmowano wiele mniej lub bardziej udanych préb
znajdowania Scistych rozwigzan takich réwnan ze
wzgledu na ich praktyczne zastosowanie; pojawialy sie



one mianowicie w wielu problemach inzynieryjnych czy
nawet w mechanice kwantowej [1].

Naturalnym odruchem jest spojrzenie na wykres funkcji
f(r) =sinz —zcosx — § dlax € [0,7].
y

Widaé, ze ma ona miejsce zerowe dla x ~ 1,9. Mozemy
si¢ nawet przekonaé, ze f(0) = —5 <0, f(7) = § >0,
a pochodna f/(z) = zsinz jest dodatnia na przedziale
x € (0,7), co uzasadnia, ze rzeczywiscie istnieje
doktadnie jedno rozwiazanie xg. Wartos¢ xo mozna
przybliza¢ cho¢by metoda prob i btedéow — na przyklad
wyznaczenie warto$ci f(g) =1- 3% <0 méwi nam, ze
To € (g, 7r). Ale jak wyznaczy¢ xg jawnym wzorem?
Poniewaz konwencjonalne metody zawodza, w tym
momencie konczyla si¢ przygoda wigkszosci §miatkéw
probujacych uporaé si¢ z potworng koza. Do wygrania
tego pojedynku potrzebne byto wyjscie poza schemat.

Pastwiska cze$¢ rzeczywista i urojona

Geometria kojarzy sie nam jako jedna z bardziej
praktycznych i zwiazanych z rzeczywistoscia dziedzin
matematyki. Prawdopodobnie z tego powodu nikomu
przez ponad 100 lat nie przyszto do glowy, aby do
rozwiazania problemu kozy skorzysta¢ z dorobku analizy
zespolonej. Wystepuje w niej przeciez tak abstrakcyjne
pojecie jak liczby urojone, ktérych to prézno szukaé

na linijce mierzacej dlugosé sznurka. Odrzuémy zatem
intuicje i spojrzmy jeszcze raz na réwnanie, jakie
zostalo nam do rozwiazania, ale tym razem zamienmy
kat 8 na bardziej ogélna zmienna zespolona z = z + iy.
Przypomnijmy, ze Re(z) = x nazywamy czedcia
rzeczywista, a Im(z) = y czescia urojona, poniewaz stoi
ona przy jednostce urojonej i (spelniajacej réwnosé

i? = —1). Teraz interesujace nas réwnanie mozna zapisaé
nastepujaco:

™
(4) f(2) ::sinz—zcosz—gzo.

Czytelnikéw nieobeznanych z liczbami zespolonymi
moze zaniepokoi¢ przytozenie do nich funkcji
trygonometrycznych. Nie wchodzac w szczegdly,
ograniczmy sie do stwierdzenia, ze funkcje sinus

i cosinus mozna rozszerzy¢ na zbidr liczb zespolonych
w nastepujacy sposdb:

()

sin (z + iy) = sinz cosh y + i cos x sinh y,

cos (x +iy) = cosx coshy — isinx sinh y,

gdzie sinh(t) = "‘t_;ft i cosh(t) = Lf sa tak
zwanymi funkcjami hiperbolicznymi. Dodajmy, ze
skojarzenie ze wzorami na sinus i cosinus sumy katéw

jest zdecydowanie trafione.
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Poszukiwany przez nas kat § bedzie pierwiastkiem
réwnania (4), czyli taka wartoscia argumentu z, dla
ktérej zaréwno czesé rzeczywista, jak i urojona f sa
rowne 0. Sprébujmy najpierw oszacowaé, w jakim
przedziale x i y w ogdle go szukac.

Zdrowy rozsadek podpowiada nam, ze rozwigzanie
powinno leze¢ w przedziale rzeczywistych katéw

o wartosciach od 0 do 7, poniewaz koza ma ograniczenie
w postaci ptotu. I rzeczywiscie, przekonalidémy sie juz,
ze w tym przedziale istnieje pierwiastek zy € (g, 7r).

Co wiecej, pochodna zespolona f/(zg) = 2z sin z¢ jest
niezerowa; dlaczego jest to wazne, okaze sie pdzniej.

Aby upewni¢ sie, ze przy rozszerzaniu dziedziny f nie
pojawily sie dodatkowe pierwiastki, ustalmy x € [g, ﬂ
i przekonajmy sie, ze cze$¢ urojona f(x + iy) zeruje
sie jedynie dla y = 0. Jesli skorzystamy z formut (5),
otrzymamy:

Im f(x + iy) = (cosx + xsinx) sinh y — y cos z cosh y.

Teraz widaé, ze powyzsze wyrazenie zeruje si¢ dla
y = 0. Aby udowodnié, ze dzieje si¢ tak jedynie dla
tej wartosci y, policzmy pochodna tego wyrazenia
wzgledem zmiennej y:

xsinx - coshy + (—cosx) - ysinhy.

Zauwazmy, ze w interesujacym nas przedziale kazdy

z wyrazéw x sin x, coshy, — cos x, y sinh y jest nieujemny
i pochodna ta jest dodatnia wszedzie poza przypadkiem
x =,y =0. Wynika z tego, ze dla x € [%77'(] wartos$é
Im f jest rosnaca wzgledem y, a zatem zeruje sie tylko
i wytacznie dla y = 0.

Do osiagniecia naszego celu pozostalo nam zastosowaéd
pewne twierdzenie analizy zespolone;j.

Twierdzenie. Niech U C C bedzie otwartym
podzbiorem plaszczyzny zespolonej, a g: U — C funkcja
ciagta, holomorficzna w U. Wéwczas dla dowolnej
zamknietej krzywej C C U calka zespolona §, g(z) dz
jest réwna zero.

Zanim je zastosujemy, wyjasnijmy kilka terminéw.
Przyktadem zbioru U moze by¢ pas {x +iy:x € (g,ﬂ) },
i tak odtad przyjmiemy. Za krzywa C mozna wtedy

przyja¢ okrag o $rodku w punkcie ?jf € C i promieniu 7.

Im
gdzie$ tu jest
szukane zg

Pojecie calki zespolonej wymagaltoby dtuzszego
wprowadzenia, pozostanmy wiec przy stwierdzeniu, ze
jest to wielkos¢ zalezna jedynie od wartoéci g w obcieciu
do C, a w przypadku wspomnianego okregu jest to



dokladnie

2m
3 , .
%Cg(z) dz = /Q<I + Ze“) gz e’ dt.
0

Stowo holomorficzna oznacza, ze funkcja g jest
rézniczkowalna w sposéb zespolony, czyli dla kazdego
z € U istnieje granica w przy h — 0 (h moze
przy tym przyjmowaé wartosci zespolone, niekoniecznie
rzeczywiste). Twierdzenie to zastosujemy w nastepujacej

postaci:

Whiosek. Niech f: U — C bedzie funkcja ciagla, -

holomorficzng w U. Zalézmy przy tym, ze f ma w U
dokladnie jeden pierwiastek zy oraz f’(z) # 0. Wéwczas
z dz
zZ0 = ic fcgj) .
C f(2)
Dowdd wniosku sprowadza si¢ do zastosowania
twierdzenia dla funkcji g(z) = 75y — zalozenie
o zerowaniu si¢ f stuzy wilasnie temu, by funkcja g byta

dobrze okreslona. Calka ¢, g(z) dz jest wtedy réznica

calek ¢, Ji(% id, %, co po wyjeciu statej przed

caltke pozwala wyznaczyé¢ zg. Pozostaje zauwazy¢, ze
nasza funkcja f jest ciagta i holomorficzna, a pozostate
zalozenia wniosku juz zweryfikowalismy. Otrzymujemy
wiec nastepujace wyrazenie na poszukiwany kat:
z dz
C sinz—zcosz—%
ﬁ =% = dz -

C sinz—zcosz—7%
Skoro R = 2r cos(3/2), zgodnie z réwnaniem (2), mozna
wiec w koncu odpowiedzie¢ na pytanie zadane na
poczatku artykulu. Prosze Czytelnika o wyobrazenie
sobie werbli w tle, poniewaz nadeszta podniosta chwila.
Oglaszam, ze dlugo$¢ uwiezi, na ktorej musi znalezé sie
koza, wynosi doktadnie:

z dz

1§ sinz—zcosz— %
RZQTCOS(2 C sinz zdczosz 2)-

C sinz—zcosz—7%

Najprawdopodobniej nikt, kto zadal sobie takie
pytanie po raz pierwszy, nie wyobrazat sobie podobnej
odpowiedzi. Trzeba przyznaé, ze nie jest ona
najprostsza. Niemniej jednak jest ona jawna, tak jak
tego chcielis$my, i, moim zdaniem, takie rozwigzanie jest
duzo ciekawsze i bardziej satysfakcjonujace.

Co dalej z koza?

Po tym, co zaprezentowaliémy wyzej, mozna by sadzi¢,
ze matematycy w koncu okielznali zartoczna koze,
ktéra dreczyta ich od ponad wieku. Nalezy jednak
pamietaé, ze wyobraznia ludzka produkuje pytania

w duzo szybszym tempie niz odpowiedzi na nie. Pod
koniec zeszlego wieku modnym byto uogdlnianie
przypadku zewnetrznego na dowolne krzywe (zamkniete
i otwarte) [2]. Kilka lat temu natomiast matematycy
zamienili koze na ptaka, a pastwisko na klatke, dodajac
trzeci wymiar do problemu. Okazalo sie zreszta,

ze whrew intuicji uproscilo to cale zagadnienie [3].
Spogladajac zatem na przesztosé legendarnej kozy,
mozna Smialo powiedzie¢, ze ma ona przed soba jeszcze
ciekawa przyszlosc.
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Niebo w czerwcu

W czerwcu Stonce zmienia swoje polozenie na niebie
o zaledwie 1,5°, gdyz przez caly miesiac przebywa
na péinoc od réwnoleznika +22° deklinacji. I tak

21 czerwca Stonce osiggnie najbardziej na péinoc
wysuniety punkt ekliptyki, a tym samym na naszej
pétkuli Ziemi rozpocznie sie astronomiczne lato.

17 czerwca nastapi najwczedniejszy wschod Stonca,
25 czerwca zas$ najpézniejszy zachod.

Nasza Gwiazda Dzienna przechodzi ptytko pod
widnokregiem, i na przewazajacym obszarze kraju da sie
zauwazy¢ brak nocy astronomicznej, czyli rozswietlona
péinocna czesé niebosktonu przez cata noc. Nad samym
Baltykiem Stonce zanurza sie pod horyzont mniej

niz 12°, i nie zapada tam nawet tzw. zmierzch zeglarski.
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Stad tez czerwiec odznacza sie najwieksza szansa na
mozliwo$¢é obserwacji tzw. oblokow srebrzystych. Sa

to wysoko zawieszone chmury typu cirrus oswietlone
Swiattem slonecznym, mimo nocnej pory. Nie nalezy
rowniez zapominac¢ o kolejnym zjawisku zwiazanym

z cirrusami, czyli o luku okolohoryzontalnym (wigcej

o nim na angielskiej stronie: www.atoptics.co.uk/
cha2.htm). W przeciwienistwie do oblokéw srebrzystych
najwieksza szansa na jego dostrzezenie jest w goérach,
gdzie Stonce dluzej zajmuje odpowiednia wysokos¢ nad
widnokregiem, umozliwiajaca wystapienie tego zjawiska.

Poczatek miesigca takze uptynie w jasnym blasku
Ksiezyca, ktéry 4 czerwca nad ranem naszego czasu
przejdzie przez pelnie, a jego tarcza pokaze si¢ mniej
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