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Czytelnik zna zapewne wzor

14+...4+n= %, bedacy szczegdlnym
przypadkiem . Pokazuje on

w szczegblnosci, ze By = 1 oraz By = %
Poczatkowe wyrazy ciggu: Bg = 1,
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Bs = —355, Bio = g5, Bi2 = — 3735
_z _ _ 3617 _ 43867

Bia = §, Bie = —5y5, Bis = “555°-

Do wyznaczenia wspomnianej wczesniej
sumy 110 + ...+ 1000 potrzebna jest
znajomo$¢ jedynie pierwszych siedmiu.

Leonhard Euler (1707-1783)

Augusta Ada King, hrabina Lovelace
(1815-1852)

Wskazéwka do dowodu (2)): wymnozyé
k

T _
szereg “— 1— Z ﬁ przez szereg

n 7 .
By, L, skorzysta¢ z rekurencyjnego

wzoru (czyli (1)) dla n = 1) i przekonaé sie,
ze otrzymujemy szereg definiujacy e”.

W swoim stawnym traktacie Ars Conjectandi, opublikowanym po$miertnie
w 1713 roku, Jakub Bernoulli zawarl nastepujacy rezultat [3, 4], przedstawiony
tutaj we wspotczesnej notacji:

Istnieje cigg liczb wymiernych By, By, Ba, ... taki, Ze dla dowolnych liczb
naturalnych k > 0 i n > 1 zachodzi réwnosé:

(1) 15425 4. nk = k%l (59 Bon* 4 (5 Bin® + o+ (V) Ben).

Znajomos¢ liczb B; (j =0,1,2,...) pozwala na latwe i szybkie znalezienie
dltugich sum kolejnych poteg liczb naturalnych. Dla ukazania zalet tej metody
Bernoulli podal sume dziesiatych poteg pierwszego tysiaca liczb naturalnych,
réwna 91 409 924 241 424 243 424 241 924 242 500. Z wyrazng duma oraz
satysfakcja napisal, ze zajelo mu to mniej niz p6t kwadransa, podczas gdy
znakomity astronom Ismaél Bullialdus (1605-1694) po$wiecil na obliczenie
analogicznych sum dla pierwszych szesciu poteg (tj. k =1,2,...,6) cala opasna
ksiege Arithmetica Infinitorum.

Historia liczb Bernoulliego w skrécie

Bernoulli wyznaczyt wartodci kilku poczatkowych liczb B; i zaobserwowal, ze
liczby o nieparzystych indeksach, poczynajac od Bs, sa réwne zeru. Wskazal

tez sposdb obliczania pozostatych — wzér rekurencyjny otrzymujemy poprzez
wstawienie do (1)) wartosci n = 1.

Leonhard Euler nazwat liczby B; liczbami Bernoulliego, podajac ich wartosci
do Bjsy wlacznie i opracowujac nowa metode ich obliczania. Liczby Bernoulliego
mogag sie wydawaé bardzo tajemnicze, wystepuja w réznych dziatach
matematyki, ale na pierwszy rzut oka nie wykazuja zadnych widocznych
regularnosci. Wiadomo jednak, ze znaki kolejnych liczb o indeksach parzystych

sa naprzemienne, a ciag |Ba,| rosnie szybciej od kazdego ciagu geometrycznego:

| B2y 2]
Ban| ™

W 1841 roku John Couch Adams (1819-1892), wybitny astronom — ktéry

m.in. obliczyt elementy przyblizonej orbity niebawem odkrytej planety Neptun,
zaburzajacej orbite Urana — obliczyt ich wartosci do Bi2s4 wlacznie. Ta ostatnia
liczba jest utamkiem o 110-cyfrowym liczniku oraz mianowniku réwnym 30.

W ostatnich czasach pojawienie sie komputeréw radykalnie przyspieszylto
obliczanie liczb Bernoulliego o coraz wiekszych indeksach.

:—2 przy n — oo [5].

Wart uwagi jest fakt, ze juz w 1842 roku wspolpracujaca z Charlesem Babbagem
Augusta Ada King, hrabina Lovelace, napisala instrukcje (czytaj: ,,program”)
ich obliczania przy pomocy jego Maszyny Analitycznej. Byt to pierwszy zlozony
(zawierajacy petle) program komputerowy [7]. Ada Lovelace pisze [6]:

,Na zakonczenie niniejszych uwag szczegbétowo przesledzimy kroki, za
pomoca ktérych maszyna mogtaby wyznaczy¢ liczby Bernoulliego, co
jest (w postaci, w jakiej to wydedukujemy) raczej skomplikowanym
przykladem jej mozliwoéci. Najprostszym sposobem obliczenia tych

liczb bytoby bezposrednie rozwinigcie % ..."

Wspomniana wyzej funkcja %5 to — znaleziona przez Eulera — tak zwana
funkcja tworzaca dla liczb Bernoulliego, o ile przyjmiemy alternatywna

konwencje, w ktérej B; = —%. Jedli jednak pozostaniemy przy konwencji Jakuba
Bernoulliego, to funkcja tworzaca jest:
= z" ze®
2 B _— = .
2) ng() "nl e —1

ze”

Zauwazmy, ze funkcja %5 po odjeciu %x staje sie funkcja parzysta, wiec jej
rozwiniecie w szereg potegowy ma wtedy jedynie parzyste potegi. Z powyzszego
wzoru wynika zatem, ze rzeczywiscie Bo,41 =0dlan =1,2,3,...
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f(3) flx) =a?
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F
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Calka fon f(x)dz (pole pod wykresem)

nie przewyzsza sumy f(1) 4+ ...+ f(n)
(taczne pole prostokatéw). Przesunigcie
prostokatéw w prawo o 1 pokazuje

natomiast, ze calka ta jest nie mniejsza

niz f(1)+...+ f(n—1)

Dlaczego podana tu postaé jest
réwnowazna poprzedniej? Otédz
poprzednig formule nalezy zastosowacé dla
funkcji « — f(z + 1), a do otrzymanego
wzoru na f(2) + ...+ f(n) dodaé
stronami f(1). Pozostaje odnotowad, ze

%f(x)ﬂ' + f(1) to wlasnie w

Zbieznosé ciagu (a,) definiujacego

liczbe v wynika z poréwnania pola pod
wykresem funkcji % z tacznym polem
odpowiednich prostokatéw, jak na
wczedniejszym diagramie. Latwo sie w ten
sposéb przekonaé, ze ciggi
In(n) — (3 +...+ )
i(1+ % +...4+ ﬁ) — In(n) sa dodatnie
i rosngce. Oznacza to, ze ciag (an) jest
rosnacy, a jednoczednie ciag (a, — =) jest
malejacy, co uzasadnia zbiezno$é obu.

Wzér sumacyjny dla dowolnych ciagéw?

Uog6lnimy teraz formule Bernoulliego, stosujac ptodna metode znajdowania
nowych twierdzen, polegajaca na wlasciwych podstawieniach, indukcji i analogii.
Rozwazmy formule dla k£ = 3:

1P +2°+ ... 4+n®=1Bon" + Bin® + 2Bon® + Bsn.
Po lewej jej stronie mamy do czynienia z funkcja f(z) = 2®, postarajmy sie wiec
réwniez prawa strone wyrazi¢ poprzez f. Pierwszy wyraz to po prostu %n‘l,
w czym mozna sie dopatrzy¢ catki fon f(x)dz. Jako pole pod wykresem f(z)
jest to rozsadne przyblizenie lewej strony (zob. margines). Dalsze wyrazy mozna
powiazaé z funkcja f i jej pochodnymi: f(n) =n?, f'(n) = 3n?, f”(n) = 6n, co
pozwala zapisa¢ naszg formul@ jako

Bs "

)+ /f Y+ SLi@ D2 + @) +

Powyzej uzyliSmy symbolu g(z | o Da oznaczenie réznicy g(n) — g(0) (potrzeba
odjecia wartodci w zerze wyjasni sie za chwile). Trzy kropki sugeruja, ze
mogliby$my dodawaé¢ analogiczne dalsze wyrazy, ale i tak nie mialoby to wplywu
na sume, gdyz wyzsze pochodne funkcji f(z) = 23 sa stale.

Jedli zamiast f(z) = 23 powtérzymy to rozumowanie dla funkcji f(z) = z¥,

to okaze sie, ze otrzymany powyzej wzoér pozostaje w mocy. W konsekwencji
zachodzi on réwniez dla dowolnego wielomianu, czyli funkcji postaci

f(x) = apa® + ... + a1 + ag (tutaj odjecie wartoéci w zerze jest kluczowe).
Na potrzeby zastosowan wygodnie jest go zapisa¢ w réwnowaznej postaci:

F+ /f P OO B iy B iy

Mozna teraz zapytaé, czy przypadkiem analogiczna formula nie jest takze
prawdziwa dla dowolnej funkcji f gladkiej; wtedy oczywiscie suma po
prawej stronie mogtaby sie ciagnaé az do nieskonczonosci. Tak nie jest:
kontrprzykladem jest funkcja f(x) = cos(2wz), dla ktérej powyzsza formula
dawalaby n=0+1+0+0+...

Ponadto, poniewaz wartosci bezwzgledne liczb Bernoulliego Bs; (j =1,2,3,...)
bardzo szybko rosna, szereg po prawej stronie przewaznie nie jest zbiezny. Gdyby
go jednak ucia¢ w pewnym miejscu. . .

W 1736 roku Euler pokazal, ze rzeczywiscie dla dowolnej funkcji (dostatecznie)
gladkiej prawdziwa jest formula zwana wzorem sumacyjnym FEulera (lub
Eulera—Maclaurina, gdyz Colin Maclaurin uzyskal te formute kilka lat p67niej):

B Y50 = [ fwae+ DI L5720 iy, (om),
Jj=1 1 j=

« (2)!

gdzie reszta R, (f,m) spelnia R, (f, m)| < 2(2m)=2™ [["|f?™+D(z)|dz. Okazuje
sie, ze w wielu przypadkach juz niewielka liczba kolejnych wyrazéw po prawej
stronie réwnosci bardzo dobrze przybliza sume po lewej stronie tejze
rownosci.

Przyklad: wyznaczenie stalej Eulera

Dla przyktadu pokazemy, jak formuta Fulera sprawdza sie w przypadku funkcji
flx) = %, co pozwoli nam znalezé dobre przyblizenie jednej z najwazniejszych
stalych matematyki, liczby gamma Eulera, okreslonej wzorem

(1
v = nhﬂn;(} (Z 5 - lnn>.
J=1
Poniewaz mamy f\)(z) = (—1)3‘%1 dla 7 =1,2,3,..., wiec z otrzymujemy

i;_lnnJr;( >+X;BQ] (1>+Rn(f,m).

j=1



;

Siméon Poisson (1781-1841)
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* Nauczyciel matematyki, Warszawa

Po przeniesieniu logarytmu na lewa strong i przejsciu z n do granicy (n — 00)
otrzymujemy

1 & B
(4) 7:§+Z27?+Roo(fam)'
=1
Nie poprzestanmy jednak na tym i odejmijmy stronami ostatnie dwie réwnoéci:
| 1 " By 1
5 = - —Inn—— =L 4 (Roo(f,m) — Ru(f, .
( ) Y j=1j nn 2n+j=1 2] n2] +( (f m) (f m))

Kladac w réwnaniu powyzej m = 7 oraz n = 10, ignorujac reszte Roo(f, m) —
R, (f,m) i biorac pod uwage tylko skoriczona sume

n

Z 1 1 1 n 1 1 n 1 T 1
——Inn— — - et —
j 2n  12n2  120n* = 252nS 12n14’

j=1
otrzymujemy przyblizenie v z dokladnoscig do szesnastego miejsca po przecinku:
v~ 0,577215 664901 532 5. Obliczenie to podal sam Euler.

Naturalne jest pytanie, dlaczego Euler dla uzyskania przyblizenia swojej stalej
skorzystal z formuly , a nie z prostszej formuly . Mozemy tu tylko podaé
kluczowy argument, zawarty w prostym twierdzeniu méwiacym, ze jezeli
S=a1+4+as+ ...+ an+ Ry dla kazdej liczby naturalnej m, a cigg reszt R,
jest ciggiem naprzemiennym, to |Ry,| < |am+1]-

Dla obliczenia sumy S z zadana dokladnoscig nalezy zatem dobraé¢ stosowny
wyraz szeregu a1 + as + ... + @y + . . ., na ktérym konczymy sumowanie. Co
nie musi by¢ trywialne, gdy szereg jest rozbiezny, a jego wyrazy od pewnego
miejsca szybko rosna, tak jak ma to miejsce w przypadku szeregu w formule .
Widaé, ze rzecz polega tu na zbalansowaniu wartosci Bo,, szybko rosnacego
ciagu liczb Bernoulliego i liczby n?™ tak, aby pierwszy odrzucony wyraz szeregu
byt dostatecznie maly. Okazuje sie, ze reszta w formule spelnia zalozenia
przytoczonego powyzej twierdzenia. Szczegdly sa bardziej zlozone [1, 2, 5],

z czego Euler zdawal sobie sprawe, ale pierwszym, ktéry blizej zbadal reszte

we wzorze sumacyjnym Eulera — w 1823 roku — byt Siméon Poisson.

Nie ma problemu!
Pawel Rafal BIELINSKI*

W tym artykule zajmiemy si¢ trzema zadaniami na poziomie starszych klas
szkoly podstawowej. Dotycza one zupelnie réznej tematyki, a jednak — jak sie
przekonamy — maja znacznie wigcej wspélnego, niz si¢ na pierwszy rzut oka
wydaje. Zachecamy Czytelnika do zmierzenia si¢ z nimi przed przeczytaniem
zaproponowanych rozwiazan i dalszej analizy.

Zadania

1. Kule w urnie. W urnie znajduje si¢ pewna liczba kul, z ktérych kazda jest
albo zielona, albo czerwona, albo niebieska. Prawdopodobienistwo wyciagnigcia
z urny kuli zielonej wynosi 0,55, a czerwonej 0,35. Natomiast kul niebieskich jest
doktadnie 5. Ile kul znajduje si¢ w urnie?

2. Pole, obwdéd, okrag. Jaki jest promien okregu wpisanego w tréjkat, ktérego
pole wynosi 100v/3, a obwéd 304/37

3. Siédemka. Na wyjatkowo szerokiej tablicy zapisano pewna liste.

W pierwszej linijce zapisano liczbe 7222 w postaci dziesietnej. W drugiej
linijce zapisano sume jej cyfr; w trzeciej sume cyfr liczby zapisanej w drugiej
linijce i tak dalej. Pisano tak dlugo, az w pewnej linijce pojawita sig¢ liczba
dziesieciocyfrowa. Czy jest mozliwe, ze w jej zapisie pojawiaja sie wszystkie
cyfry?
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