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Siméon Poisson (1781-1841)
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* Nauczyciel matematyki, Warszawa

Po przeniesieniu logarytmu na lewa strong i przejsciu z n do granicy (n — 00)
otrzymujemy

1 & B
(4) 7:§+Z27?+Roo(fam)'
=1
Nie poprzestanmy jednak na tym i odejmijmy stronami ostatnie dwie réwnoéci:
| 1 " By 1
5 = - —Inn—— =L 4 (Roo(f,m) — Ru(f, .
( ) Y j=1j nn 2n+j=1 2] n2] +( (f m) (f m))

Kladac w réwnaniu powyzej m = 7 oraz n = 10, ignorujac reszte Roo(f, m) —
R, (f,m) i biorac pod uwage tylko skoriczona sume

n

Z 1 1 1 n 1 1 n 1 T 1
——Inn— — - et —
j 2n  12n2  120n* = 252nS 12n14’

j=1
otrzymujemy przyblizenie v z dokladnoscig do szesnastego miejsca po przecinku:
v~ 0,577215 664901 532 5. Obliczenie to podal sam Euler.

Naturalne jest pytanie, dlaczego Euler dla uzyskania przyblizenia swojej stalej
skorzystal z formuly , a nie z prostszej formuly . Mozemy tu tylko podaé
kluczowy argument, zawarty w prostym twierdzeniu méwiacym, ze jezeli
S=a1+4+as+ ...+ an+ Ry dla kazdej liczby naturalnej m, a cigg reszt R,
jest ciggiem naprzemiennym, to |Ry,| < |am+1]-

Dla obliczenia sumy S z zadana dokladnoscig nalezy zatem dobraé¢ stosowny
wyraz szeregu a1 + as + ... + @y + . . ., na ktérym konczymy sumowanie. Co
nie musi by¢ trywialne, gdy szereg jest rozbiezny, a jego wyrazy od pewnego
miejsca szybko rosna, tak jak ma to miejsce w przypadku szeregu w formule .
Widaé, ze rzecz polega tu na zbalansowaniu wartosci Bo,, szybko rosnacego
ciagu liczb Bernoulliego i liczby n?™ tak, aby pierwszy odrzucony wyraz szeregu
byt dostatecznie maly. Okazuje sie, ze reszta w formule spelnia zalozenia
przytoczonego powyzej twierdzenia. Szczegdly sa bardziej zlozone [1, 2, 5],

z czego Euler zdawal sobie sprawe, ale pierwszym, ktéry blizej zbadal reszte

we wzorze sumacyjnym Eulera — w 1823 roku — byt Siméon Poisson.

Nie ma problemu!
Pawel Rafal BIELINSKI*

W tym artykule zajmiemy si¢ trzema zadaniami na poziomie starszych klas
szkoly podstawowej. Dotycza one zupelnie réznej tematyki, a jednak — jak sie
przekonamy — maja znacznie wigcej wspélnego, niz si¢ na pierwszy rzut oka
wydaje. Zachecamy Czytelnika do zmierzenia si¢ z nimi przed przeczytaniem
zaproponowanych rozwiazan i dalszej analizy.

Zadania

1. Kule w urnie. W urnie znajduje si¢ pewna liczba kul, z ktérych kazda jest
albo zielona, albo czerwona, albo niebieska. Prawdopodobienistwo wyciagnigcia
z urny kuli zielonej wynosi 0,55, a czerwonej 0,35. Natomiast kul niebieskich jest
doktadnie 5. Ile kul znajduje si¢ w urnie?

2. Pole, obwdéd, okrag. Jaki jest promien okregu wpisanego w tréjkat, ktérego
pole wynosi 100v/3, a obwéd 304/37

3. Siédemka. Na wyjatkowo szerokiej tablicy zapisano pewna liste.

W pierwszej linijce zapisano liczbe 7222 w postaci dziesietnej. W drugiej
linijce zapisano sume jej cyfr; w trzeciej sume cyfr liczby zapisanej w drugiej
linijce i tak dalej. Pisano tak dlugo, az w pewnej linijce pojawita sig¢ liczba
dziesieciocyfrowa. Czy jest mozliwe, ze w jej zapisie pojawiaja sie wszystkie
cyfry?

10


https://arxiv.org/abs/1912.03527
https://www.fourmilab.ch/babbage/sketch.html
https://www.fourmilab.ch/babbage/sketch.html
https://youtu.be/1TprEGyo9ts
https://youtu.be/fw1kRz83Fj0

B C
a

Znane twierdzenie méwi, ze promien
poprowadzony ze srodka okregu
wpisanego I do punktu stycznosci

z prosta BC' jest do tej prostej
prostopadly, a wigc stanowi wysoko$é
tréjkata BCI. Dlatego pole tréjkata BCT
wynosi Ppor = % - r - a; analogicznie dla
CAI oraz BAI.

A B

Zatézmy, ze D jest odbiciem B wzgledem
pewnej prostej | réwnolegtej do AB

i przechodzacej przez punkt C. Niech C’
bedzie punktem przeciecia odcinka AD

z prostg [. Wéwczas z rownosci

BC’ = C'D, BC = CD oraz z nieréwnosci
tréojkata dla AC'D wnioskujemy, ze

AC 4+ BC > AD = AC’ + BC'. Nietrudne
obliczenia na katach dowodzg zas$,

ze tréjkat ABC’ jest réwnoramienny.

Z uzyciem komputera mozna si¢
przekonaé, ze liczba 72922 ma okoto 1700
cyfr, a ich suma to w przyblizeniu 7600.

Rozwigzania

1. Kule zielone i czerwone stanowia lacznie 55% + 35% = 90% wszystkich kul
w urnie. Zatem kule niebieskie stanowia pozostate 10%, a stad wynika, ze
wszystkich kul jest 5 : 10% = 50.

2. Przyjmijmy w badanym tréjkacie standardowe oznaczenia: jego wierzchotkami
beda punkty A, B, C, a srodkiem okregu wpisanego punkt 7. Dalej, niech

BC =a,CA=0b, AB = c i niech r bedzie dlugoscia promienia okregu wpisanego.
Pole trojkata ABC wyznaczamy jako sume pdl trzech mniejszych tréjkatow
(zob. wyjasnienie pod rysunkiem):

ar br er a+b+e
Papc=Ppor+Pecar+Papr =+ 5+ 5 =r-——(F.
2 2 2 2
Oznaczajac litera p polowe obwodu, to jest wielkosé 7‘”’2”6, otrzymujemy

zwiazek okreslany zartobliwie wzorem woZnicy: P = pr. Teraz pozostaje nam
100v3 _ 20

15V/3 37

3. Wykazemy, ze jest to niemozliwe. Znana cecha podzielnoéci przez 3 orzeka,
ze liczba naturalna jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy suma

jej cyfr jest podzielna przez 3. Poniewaz 3 jest liczba pierwsza, a 7 nie jest
przez nia podzielne, wiec 72022 takze nie dzieli sie przez 3. Wynika stad, ze
zadna z liczb na omawianej liécie nie jest podzielna przez 3. Wystarczy teraz
zauwazy¢, ze jesli w zapisie liczby dziesieciocyfrowej wystepuje kazda cyfra,

to kazda musi wystapi¢ dokladnie raz. Suma cyfr takiej liczby wynosi wiec
0+14+2434+4+5+6+7+8+9=45=3-15. WykazaliSmy jednak, ze liczba
podzielna przez 3 nie moze pojawié¢ si¢ na omawianej liScie. W takim razie zapis
badanej liczby nie moze uzywaé kazdej cyfry.

obliczy¢ r = £asc APBC =

Czy na pewno?

Przyjrzyjmy sie otrzymanym wynikom raz jeszcze, w sposob nieco bardziej
krytyczny.

1. Jezeli w urnie znajdowato sie 50 kul, to kul zielonych jest 0,55 - 50 = 27,5,
a czerwonych 0,35 - 50 = 17,5. To jest jednak niemozliwe.

2. Wykazemy, ze taki tréjkat nie istnieje, poniewaz w dowolnym tréjkacie jego
obwéd [ i pole P spetniajg nieréwnosé I2 > 16P, ktéra nie jest spetniona dla
P =100v31i1=30V3.

Szkic dowodu. Ustalmy pole P oraz dlugosé¢ podstawy AB = 2s. Ze wzoru na
pole tréjkata wynika, ze C' lezy na prostej réwnoleglej do AB i odleglej od niej
o h = P/s. Klasyczny argument z symetria (wyjasnienie na marginesie) pokazuje,
ze wsréd punktéw C' lezacych na tej prostej sume AC + BC minimalizuje taki,
dla ktérego AC = BC. W takim przypadku z uzyciem twierdzenia Pitagorasa
mozemy obliczy¢ kwadrat obwodu danego tréjkata, a nastepnie oszacowaé go

z dotu. Otrzymujemy

2
12 = (2s 1252+ (P/s)2) >4-25-2\/52+ (PJs)2 = 16/s% + P2 > 16P,

korzystajac najpierw z nieréwnosci (a + b)? > 4ab, a nastepnie z monotonicznoéci
pierwiastka.

3. Poczatkowa liczba, 72022 jest ogromna. Zastanéwmy sie jednak, jak ogromna.
Jasne jest, ze 7-7 = 49 > 10, a zatem 72922 > 1019 a wiec juz pierwsza liczba
na naszej liScie ma wiecej niz 1000 cyfr.

Z drugiej strony jasne jest, ze 7 < 10, a stad 72922 < 102922, Ta druga liczba jest
najmniejsza liczbg 2023-cyfrowa, zatem 72922 ma, co najwyzej 2022 cyfry. Ale to
oznacza, ze suma jej cyfr wynosi nie wiecej niz 9 - 2022 = 18 198, w szczegdlnosci
sama ma nie wiecej niz 5 cyfr. Laczac powyzsze uwagi, wnioskujemy, ze na
opisanej w zadaniu liscie nie pojawia si¢ zadna liczba dziesieciocyfrowa.
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Jak interpretowac te wnioski? W przypadku zadania 1 wniosek jest jasny: tak
postawiony problem nie ma rozwigzania, tzn. zadna liczba nie spelnia wszystkich
postawionych warunkéw. W szczegolnoéci nalezy skonkludowaé, ze pierwsze
przedstawione rozwiazanie jest niepoprawne, a przynajmniej niekompletne.
WywnioskowaliSmy w nim jedynie, ze zadna liczba inna niz 50 nie spelnia
warunkéw zadania. Wkrétce okazalo sie, ze nawet ona ich nie spelnia. Glebsze
rozterki budza zadania 2 i 3 Czy jest sens rozwazaé¢ wlasnosci obiektow, ktére
nie istnieja? Wydaje sie, ze tak: wszak inaczej nie mogliby$my chociazby
stwierdzi¢, ze te wlasnoéci sa sprzeczne. Problem nie lezy wiec w naszych
rozwazaniach, a gdzies w treéci zadania. Pytanie, nie bedac zdaniem logicznym,
nie moze by¢ niepoprawne czy falszywe. Co innego zawarte w tresciach
zalozenia: w zadaniu 2 to, ze istnieje tréjkat o podanych parametrach;

w zadaniu 3 to, ze na opisanej liécie wystepuje liczba dziesieciocyfrowa.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

4. W zaczarowanym lesie mieszkaja krasnoludki, a kazdy z nich nosi czapke

w jednym z czterech koloréw: niebieskim, zielonym, czerwonym albo bialym.
Krasnali, ktérych czapka nie jest niebieska, jest 14; tych, ktérych czapka nie jest
zielona, jest 16; tych, ktérych czapka nie jest czerwona, jest 24; wreszcie czapki
12 krasnali nie sg biate. Ile krasnoludkéw zyje w zaczarowanym lesie?

5. Na moim parapecie rosng rézne roéliny, kazda we wlasnej doniczce. Sposréd
wszystkich doniczek 1/3 zawiera storczyki, 1/4 — paprocie, a 1/6 — kaktusy.
W pozostalych 4 doniczkach rosng blawatki. Ile doniczek mam na parapecie?

6. Jakie dlugosci moga mie¢ boki trojkata réwnoramiennego, jesli jego obwdd
ma dlugoéé 45 cm, a jeden z bokéw 23 cm?

7. Znajdz sume wysokosci trojkata o polu 96 i bokach 12, 16, 24.

e 9 o

Dlaczego warto bada¢ teorie wykraczajace
poza Ogdlng Teorie Wzglednosci?
Sreekanth HARIKUMAR*

*Narodowe Centrum Badar Jadrowych Ogolna Teoria Wzglednosci (ktéra w dalszej czesci artykulu bedziemy nazywaé
po prostu OTW) opracowana przez Alberta Einsteina w roku 1915 jest
obecnie obowiazujacym opisem grawitacji we wspodlczesnej fizyce. W ciggu
ostatnich 100 lat doprowadzila nas do odkrycia wielu tajemnic Wszechswiata.

) L Jednak wsréd fizykéw teoretykéw weigz rosnie zainteresowanie poszukiwaniem

Badanie krzywych rotacji miato na celu R . .

,zwazenie” galaktyki. Zgodnie z prawem  alternatyw dla OTW. Motywacja dla tych poszukiwan sa otwarte problemy

cigzenia Newtona (ktére jest dobrym d ; P iale A tadniend : : LR s ]

o Dlizeniom OTW dla stabych pdl fl.Z}lkl, takl,e/ jak: prob).z wyjasnienia natury clemne] matern i ciemnej energii,

grawitacyjnych i predkosci malych niezgodno$¢ OTW z fizyka kwantowg czy tez istnienie tzw. osobliwosci,

w poréwnaniu z predkoscia swiatla), gdy o ktérych bedzie mowa w dalszej czedci tego artykulu.
gwiazda o masie m porusza si¢ wokot

centrum galaktyki po orbicie kotowej Problem ciemnej materii
o promieniu 7, sila cigzenia réwnowazy

GM(r)m _ my?
T = me

sig z sila odérodkowa: g Zacznijmy od problemu ciemnej materii. Obserwacje prowadzone przez

Vere Rubin pod koniec lat 60. ubieglego wieku wykazaly, ze predkosci rotacji
v= » gdzie M(r) oznacza i li predko$ci, z jakimi obiegaja on ntrum Galaktyki ni n
calkoWita, mase pawarts wewanten gwiazd (czyli pred osci, z ja obiegaja one ce .t u Qa akty : ) =3 ezgodne
promienia r orbity. Masa ta roénie z tym, czego oczekujemy, biorac pod uwage oddziatywanie grawitacyjne
oczywiscie z promieniem, rosnie tez materii $wiecacej. Gwiazdy na peryferiach Galaktyki poruszaja sie zbyt szybko.
predkosé rotacji, az do promienia rg, gdy K ace) .y pery L. yK1 P Ja 8¢ Y y
mozemy przyja, iz praktycznie cala masa Przewidywana przez teorie krzywa predkodci jest krzywa A zaznaczona na

Stad jej predkosé rotacji wynosi:
GM (1)
T

%iakt)yki JJ'\;St Z%V‘f}“a Wew“_@trg rysunku 1. Ilustruje ona sytuacje, w ktérej obiekty po osiagnieciu predkosci

To) tot - owczas gwlazdy . . .. , R .
peryferyjne powinny poruszaé sig maksymalnej vg w pewnej odlegtosci rg od $rodka galaktyki zaczynaja

z predkosciami malejacymi jak 1//7, spowalniaé wraz z odleglo$cia od $rodka uktadu. Jednak to, co zaobserwowala
a predko$é¢ maksymalna vy wyznaczy nam . L, L. L. .

mase galaktyki. Taki byl pomyst Very Vera Rubin, to stala warto$¢ predkosci v dla odleglosci wiekszych od ry.

Rubin. Obserwacje badaczki ilustruje ptaska krzywa predkosci B zaznaczona na
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