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Termin nadsytania rozwigzan: 31 VII 2023

Regulamin Ligi znajduje si¢ na naszej
stronie: [deltami.edu.pl

Z radoscig dzielimy si¢ wiadomoscia, ze
dr Marcin Kuczma zostal laureatem
Nagrody Gtéwnej PTM

im. Samuela Dicksteina za rok 2022.
Wyréznienie to jest przyznawane

za osiggniecia w dziedzinie

edukacji matematycznej,

popularyzacji i historii matematyki.
Laureatowi serdecznie gratulujemy!

Redakcja

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
847 (WT = 2,07) i 848 (WT = 2,13)
z numeru 10/2022

Stanistaw Bednarek  Lodz 45,84
Krzysztof Zygan Lubin 45,83
Tomasz Wietecha Tarnéw 44,88
Janusz Olszewski Warszawa 42,04
Mikotaj Pater Opole 41,88
Pawel Najman Krakéw 39,93
Adam Woryna Ruda S1. 38,27
Radostaw Kujawa ‘Wroctaw 37,96
Marcin Kasperski Warszawa 37,65
Norbert Porwol Essen 37,50
Trzy nazwiska — i trzy rézne poziomy

wciggniecia w nasza klubowg zabawe.
Pan Stanistaw Bednarek — wta$nie
zostal Weteranem Klubu 44 M.

Pan Krzysztof Zygan — nowa twarz

w Klubie 44 M. Za$ pan Tomasz
Wietecha — to juz czternasty raz;
biorac pod uwage szesnascie rund

w Klubie 44 F — jest czego gratulowad!

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
746 (WT = 2,63), 747 (WT = 2,43)

z numeru 11/2022

Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 4-40,07

Zadania z matematyki nr 861, 862
Redaguje Marcin E. KUCZMA

861. Trojkat ABC jest réwnoramienny: AC = BC. Punkt D lezy na boku AC),
przy czym 2 AD = BD. Punkt FE lezy na odcinku BD, przy czym 2 BE = AD.
Wykazaé, ze xCDE =2xCED.

862. Dany jest graf skierowany o skoficzenie wielu wierzchotkach (kazde dwa
rézne wierzcholki taczy co najwyzej jedna krawedZ zorientowana). Kazda
krawedz jest pokolorowana jednym z m koloréw; zas z kazdego wierzchotka
wychodzi wiecej niz m krawedzi. Udowodnié, ze z kazdego wierzchotka mozna
poprowadzi¢ nieskoriczenie wiele nieskonczonych Sciezek takich, ze dla kazdej
liczby naturalnej k krawedzie przechodzone w k-tym kroku na wszystkich tych
$ciezkach maja jednakowy kolor. (Nieskoriczona $ciezka to nieskoniczony ciag
kolejno przylegltych krawedzi — poczatkiem kolejnej jest koniec poprzedniej).

Zadanie 862 zaproponowal pan Adam Woryna z Rudy Slgskiej.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2023
Przypominamy tresé¢ zadan:

853. Rozstrzygnac, czy suma skonczenie wielu czworokatéow wklestych o rozlgcznych wnetrzach
moze byé wielokatem wypuklym (czworokat wklesty to taki, w ktérym jeden z katéw wewnetrznych
jest wiekszy od kata polpelnego). Czy odpowiedz zmieni sie, jesli zamiast wklestych czworokatéw
bedziemy rozwazaé¢ wkleste pieciokaty?

854. Niech n bedzie dowolng liczbg catkowita dodatniag. Udowodnié, ze liczba przedstawien n

w postaci sumy dwéch nieujemnych liczb tréjkatnych jest réwna liczbie przedstawien liczby 4n + 1
w postaci sumy kwadratéw dwoéch nieujemnych liczb catkowitych (utozsamiamy przedstawienia
réznigce si¢ tylko kolejnoscia sktadnikéw).

853. Dla czworokatéw jest to niemozliwe. Dowdd: przypus$émy, ze suma

n czworokatow wklestych o roztacznych wnetrzach jest wielokatem wypuklym W.
Punkty bedace wierzchotkami wklestych katéw wewnetrznych tych czworokatéw
nazwijmy punktami krytycznymi. Jasne, ze zaden z nich nie moze lezeé¢ na
brzegu wielokata W. Przy tym kazdy z czworokatéw ma dokladnie jeden
wierzchotek krytyczny oraz kazdy punkt krytyczny jest wierzchotkiem dokltadnie
jednego z owych czworokatéw. Ustala to bijekcje miedzy czworokatami oraz
punktami krytycznymi. Jest wiec dokladnie n punktéw krytycznych; i wszystkie
leza wewnatrz wielokata W.

Kat pelny wokoét dowolnie wybranego punktu krytycznego rozpada si¢ na

jeden kat wklesty pewnego czworokata oraz cze$¢ pozostata, ktéra jest katem
mniejszym od pdéipelnego — musi wiec by¢ albo katem wewnetrznym innego
czworokata, albo suma kilku katéw wewnetrznych innych czworokatow. W takim
razie miary katéw naszych czworokatéw przy wierzchotkach bedacych punktami
krytycznymi sumuja sie do wartosci n - 360°. Wszelako tyle samo wynosi

suma miar wszystkich ich katéw wewnetrznych. To by znaczylo, ze zaden ich

Jigcfaﬁiﬁi;i‘y E;azlny;?k 37§§:2§ wierzchotek nie lezy na brzegu wielokata W; nonsens. Sprzeczno$¢ uzasadnia
Marian Lupiezowiec —Gliwice 2-33,38 odpowiedz nie na pierwsze pytanie zadania.
Ryszard Wozniak Krakéw 32,96 L B L . .
Tomasz Wietecha  Tarnéw 16-18,65 Dla pieciokgtéw odpowiedz brzmi tak. Przyklad: w dowolnym czworokacie
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw  3-18,61 Kkt 1 . . h . k 1
Pawel Kubit Krakéw 1573 Wypuklym laczymy dwa przeciwlegte wierzchotki zygzakowata tamana
Konrad Kapcia Poznafi 2-11,18 trdjodcinkowa, rozcinajac go na dwa pieciokaty wklesle.
854. Wezmy pod uwage dowolne przedstawienie liczby n Okreslamy:
w postaci sumy dwdéch liczb tréjkatnych: bh—1 —b-1
(**)k‘:L, [ —— (wiec k=12 0);
n_k(k—i—l) I(1+1) 9 B)
Ustal . tk?b E>1>0 Okredl wowcezas:
stalmy oznaczenia tak, by k > 1 > 0. Okre$lamy: Kk41) 10+1) (a+b)2—1 (a—b2—1
() a=k+1i+1, b=k-1 (wiec a>b=0); B) + 5 3 + ) =
wowcezas: a2+0b2 -1
212 _ 91.2 2 _ =y = n
a®+b°=2k"+20"+2k+2+1=4n+ 1. 4

I na odwrét: niech bedzie dane dowolne przedstawienie
liczby 4n 4+ 1 w postaci sumy dwdch kwadratow:

4n + 1 = a? 4 b2. Liczby a, b musza byé réznej
parzystosci. Ustalmy oznaczenia tak, by a > b > 0.
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Przyporzadkowania (k,l) — (a,b) oraz (a,b) — (k,1),
dane wzorami () i (xx), sa wzajemnie odwrotne.
Okreslaja zatem bijekcje miedzy rozwazanymi
przedstawieniami liczb n oraz 4n + 1.
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Zadania z fizyki nr 758, 759
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

758. Pozioma podstawka, na ktérej lezy klocek, drga harmonicznie

z czestotliwodeia f = 10 Hz w kierunku tworzacym kat o = /4 z pionem (rys. 1).
Wspélezynnik tarcia klocka o podstawke: p = 0,5. Jakie warunki musi spetniaé
amplituda drgan, aby klocek zaczal pelznaé po podstawce, ale nie podskakiwal?

759. Dwie jednakowe okragle, ptaskie, metalowe ptytki umieszczone tak, jak
pokazano na rysunku 2, obracaja sie z predkoscia katowa w w przeciwne strony
w polu magnetycznym prostopadlym do powierzchni ptytek. Indukcja pola
magnetycznego wynosi B, a odleglo$¢ miedzy plytkami d. Osie plytek potaczono
przewodnikiem. Znalezé¢ napiecie miedzy punktami plytek, ktéore znajduja sie
naprzeciw siebie, a ich odleglo$é od srodka plytki wynosi r.

Rozwigzania zadai z numeru 1/2023

Przypominamy tresé¢ zadan:

750. Kolo rowerowe spada swobodnie z wysokosci H (rys. 1) i po odbiciu podskakuje na wysokosé h.
Koto to rozkrecono do predkosci katowej wg i puszczono swobodnie z tej samej wysokosci. Pod jakim
katem do pionu odbije si¢ ono od podtoza? Wspdlczynnik tarcia miedzy kotem a podlozem wynosi p,
promien kota R. Zakladamy, ze cala masa kola skupiona jest na jego obwodzie.

751. Kondensator ptaski naladowany tadunkiem @ wypelnia ptytka z dielektryka o stalej
dielektrycznej €. Powierzchnia okltadek wynosi S, odlegto$é¢ miedzy okladkami jest rowna d. Znalezé
energie zgromadzona w dielektryku w wyniku jego polaryzacji. Przyjaé, ze dielektryk jest niepolarny.

Rys. 3

Rys. 4

750. Podczas zderzenia na koto dziala w kierunku pionowym zmienna w czasie
sita reakcji N(t) (rys. 4). Oznaczajac czas zderzenia kola z podlozem przez T,
predkosé kota w kierunku pionowym tuz przed zderzeniem przez v, a zaraz po
odbiciu przez u, mozemy napisac:

T
(1) Mw+u) :/ N(t)dt, gdzie M jest masa kola, v = \/2gH, u = +/2gh.
0

Poniewaz zderzenie trwa bardzo krétko, srednia wartosé sity reakcji znacznie
przewyzsza wartosé sity grawitacji, ktérej nie bedziemy uwzgledniaé. Dopdki
wystepuje poslizg, na koto dziala w kierunku poziomym sita tarcia Fr = uN, ktéra

nadaje przyspieszenie w ruchu postepowym i hamuje ruch obrotowy. Zatézmy, ze

czas poslizgu 7 jest nie wigkszy niz czas zderzenia,
i oznaczmy przez V (t) predko$é¢ w kierunku poziomym,
a przez w(t) predkosé katowa. Spelnione sa réwnania:

) My = [ Ny
(3)  I[w() —wo] = —pR /TN(t)dt, gdzie I = MR?,
0

4) V(7) = Rw(T), stad:

(5) /0 "N ()t = (MwoR)/2u < /O N(t)dt.

Z réwnan (1) i (5) otrzymujemy:

v4u > woR/2p,  wo < 2u(v+ u)/R = wiy.
Otrzymalismy krytyczna warto$¢ predkosci katowej wy,
dla ktorej poslizg konczy sie doktadnie w tej samej chwili,
kiedy koniczy sie odbicie. Gdy wy < wy, po zakonczeniu
poélizgu sila tarcia znika, predko$é¢ ruchu w kierunku
poziomym pozostaje stala i zgodnie z (2) i (5) wynosi
V(1) = woR/2. Szukany kat odbicia okresla wzdr:

tg a1 = woR/2u = woR/2~/2gh.
Gdy wo > wgr, zgodnie z (1) V = V(T) = p(v + u),
tgoy = p(v+u)/u=p(y/H/h+1).
751. Dielektryk w natadowanym kondensatorze ulega
polaryzacji — rozsuwaja sie tadunki w jego czasteczkach,
w wyniku tego na powierzchniach stykajacych sie¢
z oktadkami kondensatora powstaja tadunki indukowane.
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Mozna je znalezé, wyrazajac natezenie pola E wewnatrz
kondensatora na dwa sposoby — za pomoca tadunkéw
indukowanych @1 lub za pomoca stalej dielektryczne;j:
E=(Q—Q1)/(c0S) = Q/(e0eS), gdzie ¢¢ jest
przenikalnoscia elektryczna prézni. Stad

(6) Q1 =Q(e—1)/e

Energia dielektryka Wy jest to praca, jaka trzeba
wykonaé, aby go spolaryzowaé. Zalézmy, ze umiesciliémy
dielektryk w nienaladowanym kondensatorze, w jakis
sposéb go spolaryzowalismy, wykonujac prace Wy

(np. rozsuwajac ladunki rekami), i na jego powierzchniach
powstaly tadunki F@Q;. Nastepnie tadujemy kondensator,
przenoszac tadunki z jednej oktadki na druga, caty czas
trzymajac tadunki w dielektryku. Wykonujemy przy tym
prace

Q
@ o= [ (L-D)a-L 29

Co Co B 260 Co

3 — SQS
gdzie ¢ = =%>.

Po natadowaniu przestajemy trzymac tadunki

w dielektryku, bo trzyma je sila elektryczna. Energia
natadowanego kondensatora wypelnionego dielektrykiem
wynosi W = Q?/2eco. W kolejnym kroku roztadowujemy
kondensator, przenoszac ladunki w druga strone.
Wydzieli sie przy tym ciepto W. Bilans energii ma postaé
Wq+ L =W, stad:

(8)  Wa=W —Wy+@1Q/co, gdzie Wy = Q*/2co.
Podstawiajac (6) do (8), otrzymujemy szukana energie
dielektryka: Wy = Q?(e — 1)d/2g0€S.
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