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Bartşomiej BZDĘGA
Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

W arsenale ka£dego szanującego się olimpijczyka powinny znajdować się

Wskazówkidozadań

1.x+y⩾2√xy.

2.ZastosowaćnierównośćH⩽Adla
liczb

1
n,

1
n+1,...,

1
3n.

3.Ka£dyznawiasówmo£naoszacować

oddoşuprzez3
√

abcdziękinierówności
A⩾G.

4.Podzielićobustronnienierówność
przezcaşąprawąstronę,anastępnie
dwukrotnieskorzystaćznierówności
G⩽A.

5.Podstawieniea=y+z,b=z+x,
c=x+yznacznieuşatwiazadanie.

Ciekawostka.Liczbya,b,c>0są
dşugościamibokówtrójkątawtedyitylko
wtedy,gdyistniejątakieliczbydodatnie
x,y,z,£ea=y+z,b=z+x,c=x+y.
Dowód(⇐)jestnatychmiastowy,adowód
(⇒)mo£naprzeprowadzićgeometrycznie.
NiechD,E,Fbędąpunktamistyczności
okręguwpisanegowtrójkątABC
odpowiedniodobokówBC,CA,AB
(odşugościacha,b,c).Wtedy
|AE|=|AF|,|BF|=|BD|i|CD|=|CE|
sąposzukiwanymix,y,z.

6.a+bc=a(a+b+c)+bc=
=(a+b)(a+c).

7.ZastosowaćnierównośćA⩽Kdla
ka£dejparyskşadnikówsumyzlewej
strony.Pomocnamo£eokazaćsięrówność
a−bc+b−ca=(1−c)

2
idwie

analogiczne.

8.ZastosowaćnierównośćG⩽Adlaliczb
2
1,

3
2,

4
3,...,

n+1

n.

9.WykorzystaćnierównośćA⩾Gdla
liczb1+nx,1,1,...,1(jedynekjest
n−1).

Ciekawostka.NierównośćBernoulliego
prawdziwajestdlawszystkichx>−1.
Lukępomiędzy−1i−

1
nuzupeşnićjest

nietrudno:wtymprzypadkumamy
(1+x)

n

>0⩾1+nx.

następujące nierówności, prawdziwe dla liczb dodatnich x1, x2, . . . , xn:
√

x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n

n

(1)

⩾
x1 + x2 + . . . + xn

n

(2)

⩾

(2)

⩾ n

√
x1x2 . . . xn

(3)

⩾
n

1
x1

+ 1
x2

+ . . . + 1
xn

.

Wartości wyra£eń nazywamy kolejno (od lewej do prawej) średnią: kwadratową,
arytmetyczną, geometryczną i harmoniczną. Będziemy je krótko oznaczać
odpowiednio: K, A, G, H, o ile wiadomo, których liczb średnią mamy na myśli.

Aby wykazać powy£sze nierówności, posşu£ymy się twierdzeniami z poprzedniego
kącika (Wszystko w porządku, ∆3

23): nierównością Czebyszowa oraz twierdzeniem
o ciągach przeciwnie uporządkowanych.

(1) Ciąg (x) jest zgodny monotonicznie z samym sobą, więc z nierówności

Czebyszowa otrzymujemy
x2

1+x2
2+...+x2

n

n
⩾

(

x1+x2+...+xn

n

)2
, co po obustronnym

spierwiastkowaniu daje K ⩾ A.

(2) Najpierw wyka£emy, £e jeśli iloczyn n liczb dodatnich jest równy 1, to ich
suma wynosi co najmniej n. Mo£emy oznaczyć te liczby przez
a1

a2
, a2

a3
, . . . ,

an−1

an

, an

a1
dla pewnych a1, a2, . . . , an > 0. Ciągi (a1, a2, . . . , an)

i


1
a1

, 1
a2

, . . . , 1
an



są uporządkowane przeciwnie, więc

n = a1 ·
1

a1
+ a2 ·

1

a2
+ . . . + an ·

1

an

⩽

⩽ a1 ·
1

a2
+ a2 ·

1

a3
+ . . . + an ·

1

a1
=

a1

a2
+

a2

a3
+ . . . +

an−1

an

+
an

a1
.

Mo£emy ju£ przejść do dowodu nierówności A ⩾ G. Dla liczb dodatnich
x1, x2, . . . , xn mamy x1

G
·

x2

G
· . . . ·

xn

G
= 1, więc x1

G
+ x2

G
+ . . . + xn

G
⩾ n, co po

obustronnym pomno£eniu przez G
n

kończy dowód.

(3) Gdy w nierówności A ⩾ G zastąpimy wszystkie liczby ich odwrotnościami, to
otrzymamy 1

H
⩾

1
G

, czyli G ⩾ H.

Zadania

1. Udowodnić, £e (a + b)(b + c)(c + a) ⩾ 8abc dla a, b, c > 0.

2. Wykazać, £e 1
n

+ 1
n+1 + 1

n+2 + . . . + 1
3n

> 1 dla n caşkowitych dodatnich.

3. Wykazać, £e (a
√

b + b
√

c + c
√

a)(a
√

c + b
√

a + c
√

b) ⩾ 9abc dla a, b, c > 0.

4. Dowieść, £e dla n caşkowitych dodatnich oraz x1, x2, . . . , xn > 0
i y1, y2, . . . , yn > 0 zachodzi nierówność
n

√
x1x2 . . . xn + n

√
y1y2 . . . yn ⩽ n

√

(x1 + y1)(x2 + y2) . . . (xn + yn)

(nierówność Mahlera).

5. Wykazać, £e a
b+c−a

+ b
c+a−b

+ c
a+b−c

⩾ 3 dla a, b, c będących dşugościami
boków trójkąta.

6. Liczby dodatnie a, b, c speşniają warunek a + b + c = 1. Udowodnić, £e
√

a + bc +
√

b + ca +
√

c + ab ⩽ 2.

7. Niech a, b, c > 0 oraz a + b + c = 1. Dowieść, £e
√

a − bc +
√

b − ca +
√

c − ab ⩽
√

2, o ile liczby pod pierwiastkami są
nieujemne.

8. Dowieść, £e 1
1 + 1

2 + 1
3 + . . . + 1

n
> n ( n

√
n − 1) dla naturalnych n ⩾ 2.

9. Wykazać, £e (1 + x)n ⩾ 1 + nx dla naturalnych n oraz rzeczywistych x > −
1
n

(nierówność Bernoulliego).
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