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Rys. 1. Wielosciany foremne z dualnymi
w $rodku

Rys. 2. Siatka nadmuchanego
czworo$cianu oraz siatka do niej dualna

Wigcej o charakterystyce Eulera
przeczytaé (i zobaczy¢) mozna
w ponizszych zrédtach:

[1] Joanna Jaszunska, W — K + S = 2,
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[2] Michal Miskiewicz, O tréjkgtach na
sferze, |A2,

[3] Jan Rempala, Jeszcze raz o wzorze
Eulera, czyli zastosowanie stawdw
i grobli w stereometrii, A;G

[4] 3BluelBrown, Euler’s Formula and
Graph Duality, youtu.be/-90Uyo8NFZg

Kazde z nich zawiera dowéd wzoru Eulera
lub tez odno$nik do dowodu. Historig
tego twierdzenia omawia w obecnym
numerze na str. 6 Grzegorz Lukaszewicz.

Rys. 3. Przykladowa siatka na torusie

ztozona z 6 wierzchotkéw, 12 krawedzi

i 6 czworokatnych $cian, a wiec

o charakterystyce Eulera réwnej 0. Tak
jest zreszta dla kazdej siatki na torusie

Oblicza dualnosci Michal MISKIEWICZ*

7 dualnoscia spotykamy sie juz w szkole — wiszace w wielu pracowniach
matematycznych modele bryl platoniskich naturalnie tacza sie w dualne

pary. Jedli w szedcianie polaczymy érodki sasiednich $cian krawedziami, to

we wnetrzu szedcianu powstanie o$mioscian foremny (rys. 1). Gdyby$my
podobng procedure przeprowadzili dla odmiodcianu, dostaliby$Smy z powrotem
szesdcian, tylko mniejszy. W taki sam sposéb dualng pare tworza dwunastoscian
z dwudziestoscianem, jak réwniez czworoscian. ..z samym soba. Nic nie stoi

na przeszkodzie, by sprobowac tej konstrukeji dla dowolnych wielo$cianéw
wypuktych. No, prawie nic.

Zadanie 1. Skonstruowaé¢ wieloscian wypukty, dla ktérego potaczenie Srodkéw
ciezko$ci sasiednich Scian krawedziami nie daje w wyniku wielo$cianu.

(Rozwigzania zadan zamieszczonych w niniejszym artykule znajdujq sie na str. 14).

Jak wida¢, dotychczasowa konstrukcja zawodzi w ogdlnym przypadku.
Nadmuchajmy wiec nasz wielo$cian jak balon. Traci on wtedy swdéj kanciasty
ksztalt, ale na powierzchni powstalej sfery nadal widzimy krzywoliniowa

siatke S wielodcianu (rys. 2), i to na niej skupimy uwage. Na kazdej ze $cian S
wyréznijmy jeden punkt, a nastepnie potaczmy tukami wyrédznione punkty

z sasiednich Scian. Nalezy tylko zadbaé, by dany tuk przecinat jedynie krawedz
oddzielajaca te dwie $ciany oraz by tuki na siebie nie zachodzily. W ten sposéb
powstala nowa, dualna siatka S’ — jej Scianami nazwiemy obszary wyciete
poprzez wybrane przez nas tuki.

W tym przypadku rysunek jest mniej estetyczny, ale nadal mozemy
przyporzadkowaé Scianom S wierzchotki 8’ i na odwr6t, bo kazda ze Scian S’
zawiera dokladnie jeden wierzchotek S. Krawedzie S i 8’ tez laczymy w pary,
patrzac na przeciecia miedzy nimi.

Dualnoéé a charakterystyka Eulera. Oznaczmy liczbe wierzchotkéw,
krawedzi i $cian siatki S odpowiednio przez Vj, Vi, V5. Charakterystyka Eulera
tej siatki, oznaczana przez x(S), jest zdefiniowana jako naprzemienna suma

i réznica Vo — Vi + Vs,

Zadanie 2. Obliczy¢ x dla siatek wyznaczonych na sferze przez wielosciany
foremne.

W rozwiazaniu zadania 2 moze nieznacznie poméc dualnosé. Otoz o ile

liczba $cian dwudziesto$cianu foremnego jest dobrze znana (jest ich 20), to
przy liczeniu wierzchotkéw mozna napotkaé trudnoséé. Jesli jednak mamy

w pamieci wielodcian dualny, to wiemy, ze wierzchotkéw jest 12 — tyle, co $cian
w dwunastoscianie foremnym. Z policzeniem krawedzi nie pdjdziemy jednak na
skroty; z dualnosci wynika jedynie, ze dwudziesto$cian i dwunastoscian maja ich
tyle samo.

Taka sama obserwacje mozna poczynié¢ nieco ogdlniej: jesli siatka S ma
wierzcholkéw, krawedzi i $cian odpowiednio Vy, Vi, Vs, to siatka dualna &’ ma ich
odpowiednio V3, Vi, Vy. W szcezegllnosci zachodzi réwnosé x(S) = x(87).

Jesli Czytelnik rozwiazal zadanie 2, to wie juz, ze w kazdym przypadku

wyszlo 2. I jest to ogdlna zasada, znana jako wzér Eulera: x(S) = 2 dla dowolnej
siatki S na sferze. Skadinad jeden z mozliwych dowodéw tego twierdzenia opiera
sie na dualno$ci — mozna sie z nim zapozna¢ w artykule Jana Rempaly lub
filmiku 3BluelBrown (szczegdly na marginesie).

Zadanie 3. Siatka na torusie moze mie¢ charakterystyke Eulera rézng od 2
(zob. rys. 3). Gdyby w tym przypadku sprébowaé powtérzy¢ wspomniany wyzej
dowdd, to najwyrazniej w ktéryms miejscu sie zatamuje — gdzie dokladnie?

Regularne siatki dwu- i trzywymiarowe. Od teraz skupimy sie¢ na siatkach
ztozonych z tréjkatéw, czyli tzw. triangulacjach. Nie ogranicza to znaczaco
ogblnosci naszych rozwazan, poniewaz kazdy n-kat wypukly mozna pociaé na

n — 2 tréjkaty, a w konsekwencji kazda siatke wielokatng mozna rozdrobni¢ do
siatki tréjkatne;j.
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Rys. 4. Przyktadowe siatki: 1) sfera,
2) torus, 3) ,ksiagzka”, 4) powierzchnia
boczna walca

W literaturze fachowej obiekt otrzymany
ze sklejenia regularnej siatki tréjkatnej
nazywa si¢ topologiczng rozmaitosciq
dwuwymiarowq zamknietq lub prosciej —
topologiczng powierzchniq zamknietq.
W przypadku siatki tréojwymiarowej
(zlozonej z czworo$cianéw) méwimy

o topologicznej rozmaitosci
tréjwymiarowej zamknietej.

Moéwienie o Scianach réznego wymiaru
(0,1, 2, 3) nalezy do standardowej
terminologii w tej dziedzinie. Uprzedze
jednak Czytelnika, ze okreslenie antypody
przyjalem ad hoc, nie znalazlszy zadnego
odpowiedniego terminu w literaturze.

Rys. 5. Fragment tréojwymiarowej siatki S
(cztery czworodciany spotykajace sie

w jednym wierzchotku, na czarno)

i dualnej siatki S’ (czworoscian i czesci
sgsiednich wielo$cianéw, kolorem)

Na rysunku 3 pokazano, ze siatki mozna rysowa¢ na przeréznych powierzchniach,
nie tylko na sferze. Odwrécimy teraz kolejno$é: mamy zadana siatke, czyli
kolekcje trojkatéw, wraz z opisem sklejenia ich krawedzi; spéjrzmy na otrzymana
po sklejeniu powierzchnie. Dla ilustracji, na rysunku 4 widaé siatki dajace

sfere i torus, jak rowniez dwie siatki opisujace mniej regularne obiekty. Przez
regularnos$é rozumiemy tu, ze po wygladzeniu kantéw otrzymujemy gtadka
powierzchnie bez brzegu; dla pelnej $cistosci przyjmiemy nastepujaca definicje:

Definicja 1. Siatke trojkatna nazwiemy regularna, jesli:

1. Kazda krawedz nalezy do dokladnie dwéch $cian siatki.

2. Kazdy wierzcholek nalezy do pewnej liczby $cian kolejno potaczonych
krawedziami (pierwsza z druga etc., a ostatnia z pierwsza).

Na podobnej zasadzie mozemy rozwazac siatke trojwymiarowa: kolekcje
czworoscianéw wraz z przepisem sklejania ich Scian. Jesli sprébujemy wyobrazié
sobie efekt takiego sklejenia, to w wiekszoéci przypadkéw wyobraznia nas
zawiedzie, ale nie przejmujmy sie ta drobnostka. Istotniejsze jest, ze w tym
przypadku réwniez niektore siatki sa lepsze od pozostatych. Regularne
wyroézniaja sie tym, ze kazdy niewielki fragment po sklejeniu wyglada jak
tréjwymiarowa przestrzen pocieta na czworosciany. Tym razem Scista definicja
jest nieco trudniejsza do sformulowania:

Uwaga: Od teraz wierzcholki (punkty), krawedzie (odcinki), Sciany
dwuwymiarowe (tréjkaty) i Sciany trojwymiarowe (czworosciany) — wszystkie
bedziemy nazywaé $cianami, odpowiednio, 0-, 1-, 2- i 3-wymiarowymi.

Definicja 2. Rozwazmy Sciane k-wymiarowa A (k =0, 1,2). Dla kazdego
czworo$cianu T zawierajacego A okreslmy antypody A w T jako te

(2 — k)-wymiarowa $ciane T, ktéra jest roztaczna z A. Innymi stowy:

w czworoscianie T antypody wierzchotka to przeciwlegta Sciana i vice versa,
natomiast antypody krawedzi to przeciwlegla krawedz.

Definicja 3. Siatke tréjwymiarowa nazwiemy regularna, jesli dla dowolnej
k-wymiarowej Sciany A (k= 0,1, 2) spelniony jest nastepujacy warunek:
antypody A we wszystkich czworo$cianach zawierajacych A ukladaja sie w siatke
sfery (2 — k)-wymiarowej. Zaleznie od wymiaru k oznacza to, ze tworza one
zwyczajng sfere (k = 0), okrag (k = 1) lub pare punktéw (k = 2).

Zadanie 4. Sformulowadé definicje 3 w sposéb analogiczny do definicji 1,
przynajmniej w przypadku, gdy A jest $ciang 1- lub 2-wymiarows.

Ten trudny wstep pojeciowy stuzyl temu, by méc sformulowaé twierdzenie

o charakterystyce Eulera regularnych siatek tréjwymiarowych. Powinno byé ono
zaskakujace: o ile w dwdch wymiarach znajomosé x(S) pozwala rozpoznawaé
ksztalt powierzchni zadanej przez S (2 dla sfery, 0 dla torusa etc.), to w trzech
wymiarach nie daje nic!

Twierdzenie. Dla danej reqularnej siatki trojwymiarowej S oznaczmy przez
Vo, Vi, Vo, V3 liczbe $cian odpowiedniego wymiaru. Wowczas charakterystyka Eulera
X(8) = Vo — Vi + Vo — V3 wynosi zero.

Dualnoé¢ a charakterystyka raz jeszcze. Powyzsze twierdzenie zaatakujemy,
patrzac na siatke dualna. Zacznijmy od nastepujacego niescistego argumentu:

Dowdd heurystyczny. Rozwazmy siatke S’ dualng do S: kazdy czworoscian S
zadaje wierzcholek S’ i ogdlnie kazda k-wymiarowa $ciana S zadaje $ciane
(3 — k)-wymiarowa S’. Zamiast precyzyjnej definicji najlepiej zilustruje

te konstrukeje rysunek 5. Odnotujmy, ze S’ nie jest juz siatka zlozong

z czworoscianéw — dopuszcza inne wielodciany, a nawet inne wielokaty.

Zgodnie z konstrukeja, liczba $cian k-wymiarowych siatki 8’ (dla k =0,1,2,3)
wynosi doktadnie V3_j. Stad

X(S8) =V =Vo+ V1 = Vo = —x(8).
Jednoczesénie obie siatki, S i 8, po sklejeniu daja te samg figure. Jesli tylko
uwierzymy, ze charakterystyka jest taka sama dla kazdej mozliwej siatki
tworzacej te figure, czyli w szczegdlnosci x(S') = x(S), to poprzednia réwnosé
implikuje, ze x(S) = 0. O
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Definicje regularnej siatki tréjwymiarowej
z brzegiem otrzymujemy, odpowiednio
rozszerzajac definicje 3: nalezy dopuscié
mozliwosé, ze figura zlozona z antypodéw
uklada si¢ w pélsfere odpowiedniego
wymiaru (zwyczajng pélsfere, odcinek lub
punkt).

a

Rys. 7. Siatka plaszczyzny rzutowej

Rys. 8. Konstrukcja dubletu w przypadku
dwuwymiarowym. Dla dysku
otrzymujemy sfere, a dla powierzchni
bocznej walca — torus

Ten prosty argument mozna przeku¢ w solidny dowdd, opierajac sie na teorii
homologii, kohomologii i dualnosci Poincarégo. Zamiast tego postuzymy sie
jednak elementarnym kombinatorycznym rozumowaniem, w ktérym — mam
nadzieje — widac $lady powyzszego zgrabnego pomystu.

Dowdd Twierdzenia. Oprécz oznaczenia Vy, Vi, Vo, V3 na liczbe $cian, wprowadzmy
bardziej szczegdlowe oznaczenie na pary Scian dla 0 <4 < j < 3:

N;; := liczba par §cian (A4, B) wymiardw ¢ oraz j, dla ktérych A C B.

Przykladowo, Ni3 zlicza wszystkie pary postaci (krawedZ, czworoscian
zawierajacy te krawedz). Odnotujemy teraz szereg réwnosci wiazacych te liczby:

No1=2-V; Noz3 =2-V
Ny = Nio N1z = Ni3
Nog — N3+ Nag =2- V3 No1 — Noz + Noz =2 -1
Teza twierdzenia wynika stad tatwo w dwoch krokach:
2- (Vo= Vi+Va—V3) = (No1 — Noz + Noz) — No1 + Naz — (Noz — Ni3 + Naz) =
= Ni3 — Ng2 = 0.

Zajmijmy sie wiec najpierw prawa kolumna. Zastanéwmy sie, jaki wklad

w liczbe Nas ma pojedyncza 2-wymiarowa Sciana A. Otéz po jej kazdej stronie
jest jedna 3-wymiarowa $ciana, co razem daje dwie szukane pary (A, B) (Scisle
rzecz biorac, powolaliémy sie tu na definicje 3). Rozpatrujac wszystkie A —
ktorych jest Vo — otrzymujemy réwno$é¢ Nog = 2 - V. Podobnie zauwazamy,

ze dla kazdej 1-wymiarowej Sciany A liczba 2- i 3-wymiarowych $cian B
zawierajacych A jest taka sama. Po zsumowaniu: N1y = Ni3.

Wreszcie, jesli ustalimy O-wymiarows $ciane A, to zgodnie z definicjg 3
antypody A we wszystkich 3-wymiarowych Scianach zawierajacych A
ukladaja sie w siatke sfery; siatke te oznaczymy przez P. Zauwazmy przy
tym, ze k-wymiarowe $ciany P odpowiadaja (k + 1)-wymiarowym $cianom S
zawierajacym A (jak na rys. 6). Stad wnioskujemy, ze wklad A w sume

No1 — Noo + Np3 jest dokladnie charakterystyka Eulera siatki P na sferze,

a wiec wynosi 2. Sumujac po wszystkich A, otrzymujemy pozadang réwnosé
N01 - N02 + N()3 =2 Vo.

Dowdd réwnosci z lewej kolumny jest dualny (nalezy ustali¢ B zamiast A)
i prostszy, gdyz nie wymaga powolywania si¢ na definicje 3. Pozostawie wiec
te przyjemno$¢ Czytelnikowi jako zadanie 5. O

Czy plaszczyzna rzutowa ma wnetrze? Na zakonczenie wréémy do
problemu z artykutu Z butelki Kleina i Salomon nie naleje?, As,. Otéz
powierzchnie moga by¢ pozbawione brzegu (jak sfera, torus, butelka Kleina,
plaszczyzna rzutowa. . .) lub tez mieé brzeg zlozony z jednego lub wiecej okregdw
(wstega Mobiusa, powierzchnia boczna walca. . .). Podobnie moze by¢ z figurami
tréjwymiarowymi, i naturalne jest pytanie: ktore z powierzchni moga sie pojawic¢
jako brzeg figury trojwymiarowej?

W artykule Z butelki Kleina i Salomon nie naleje? wskazaliSmy konstrukcje
figur, dla ktérych brzegiem jest sfera, torus i butelka Kleina. Dla plaszczyzny
rzutowej to jednak niemozliwe!

Stwierdzenie. Plaszczyzna rzutowa, czyli powierzchnia zadana przez sklejenie
siatki z rysunku 7, nie jest brzegiem zadnej regularnej figury trojwymiarowe;j.

Dowdéd. Przypusémy, ze taka figura M istnieje. Dowdd oprzemy na konstrukeji
tzw. dubletu: bierzemy dwie kopie M i sklejamy je wzdluz brzegu, otrzymujac
nowa tréjwymiarowa figure, juz pozbawiona brzegu (co pozwala zastosowaé
wezedniej zaprezentowane twierdzenie).

Mozemy przyjaé, ze figura M jest zadana przez regularna tréjwymiarowa
siatke S, a brzegowe Sciany tej siatki tworza dwuwymiarows siatke P
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plaszczyzny rzutowej. Rozwazamy dublet D —

siatke ztozona z dwdch kopii S, ale z dodatkowym
sklejeniem odpowiadajacych Scian P w jednej i drugiej
kopii. Otrzymalismy w ten sposéb regularng siatke
tréjwymiarowa bez brzegu, co na mocy naszego
twierdzenia pozwala wnioskowaé, ze x(D) = 0.

Ostatnim brakujacym elementem uktadanki jest
charakterystyka Eulera P. Latwo odczytaé, ze
charakterystyka siatki z rysunku 7 wynosi 3 — 6 +4 =1,
nie jest jednak oczywiste, ze bedzie tak dla dowolnej
siatki. Mozna jednak ten problem sprowadzi¢ do
przypadku sfery (ze wzgledu na trudno$é niech bedzie
to zadanie z gwiazdka), przyjmiemy wiec za znane, ze

x(P) =L

Zadanie 6*. Majac zadang siatke S na plaszczyznie
rzutowej, skonstruowaé na sferze siatke Sy o dwukrotnie
wigkszej liczbie wierzchotkdéw, krawedzi i Scian.
Wywnioskowaé, ze x(S1) = 1.

Czas na podsumowanie. Liczba wierzchotkéw D

rozni sie od liczby wierzchotkéw P o liczbe parzysta,
mianowicie o dwukrotnos¢ liczby wierzchotkéw

we wnetrzu S; tak samo jest zreszta z liczba $cian
dowolnego wymiaru. W konsekwencji réwniez réznica
X(D) — x(P) jest parzysta. Otrzymana sprzeczno$é
(liczba 0 — 1 wcale nie jest parzysta!) dowodzi, ze
plaszczyzna rzutowa nie moze by¢ brzegiem. (]

Ciag dalszy? Badanie abstrakcyjnych rozmaitosci
(czyli regularnych figur) tréjwymiarowych jest
niewatpliwie wymagajacym zajeciem. Jak to jednak
bywa, matematycy poszli jeszcze dalej, i w roku 1954
francuski matematyk René Thom podal pelna
odpowiedz na pytanie: ktére rozmaitosci sa brzegami,
a ktore nie, i to w dowolnym wymiarze. Jesli Czytelnik
chciatby dowiedzie¢ sie wiecej, dalsza droge polecam
zaczaé od lektury hasta Cobordism (od francuskiego
bord — brzeg) na Wikipedii. Uprzedze tylko — droga jest
dluga!

Przygotowal Dominik BUREK

i Zadania

M 1741. Punkt P lezy wewnatrz réwnolegtoboku ABC D, przy czym
XABP =2xADP oraz

xDCP =2xDAP.

Udowodnij, ze AB = PB = PC.

D C

Rozwiazanie na str. 8

M 1742. Niech z, a, b, ¢ i d beda parami réznymi liczbami catkowitymi takimi,

ze

(r—a)(x—=Db)(x—c)(x —d)—4=0.

Udowodnij, ze # = (a4 b+ ¢+ d).

Rozwiazanie na str. 6

z liczb

n?4+r—k(k+1),

M 1743. Niech n i r beda nieujemnymi liczbami catkowitymi takimi, ze zadna

dlak=1,2,...

nie jest liczba dodatnig zlozong lub réwng —1. Udowodnij, ze liczba 4n? + 4r + 1
jest pierwsza albo réwna 1 lub 9.

Rozwiazanie na str. 12

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1069. Podczas jazdy po plaskim torze kierowca ma do pokonania dwa
zakrety, ktore zmieniaja kierunek jazdy o 90° i maja promienie r; = 170 m
oraz ro = 85 m. Kierowca jedzie z maksymalna predkoscia, przy jakiej nie
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wypada jeszcze z drogi. Tor jest waski — zakret nalezy pokonaé po tuku okregu,
a nawierzchnia na zakretach pozostaje pozioma. Jaki jest stosunek czaséw,

w jakich kierowca pokona te zakrety? Do obliczen przyjmij, ze wspotczynnik
tarcia opon o asfalt wynosi f = 0,9. Przyspieszenie ziemskie g = 9,81 m/s.
Rozwiazanie na str. 9

F 1070. Jednym z mechanizméw rozpoznawania kierunku do zrédia dzwieku
jest rejestracja réznicy czasu dotarcia sygnatu do ucha lewego i prawego.
Przyjmuje sig, ze minimalna rozpoznawalna réznica czasow dla uszu czlowieka
wynosi okoto At = 10 us. Oszacuj, z jaks dokladnoscia potrafimy ustali¢ kierunek,
z jakiego dociera do nas dzwiek z odleglego zrodla, gdy stosujemy wspomniany
mechanizm? Predko$é dZzwigku wynosi ¢ = 340 m/s, a $rednica ludzkiej glowy
(odleglo$¢ miedzy uszami) wynosi d &~ 22 cm.

Rozwigzanie na str. 17
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