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Liczby (z — a), (x —b), (x —¢) i (z — d)
sg calkowite i ich iloczyn jest réwny 4.
Wobec tego ich wartosci bezwzgledne sa
réwne 1, 1, 1,4 lub 1, 1, 2, 2 (w pewnej
kolejnosci). Jednakze wéréd dowolnych
trzech liczb sa dwie, ktére maja ten sam
znak, stagd w pierwszym przypadku dwie
liczby bytyby réwne — oznaczaloby to, ze
dwie liczby sposéréd a, b, ¢ i d sa réwne —
sprzecznosé.

Zatem moduly rozwazanych liczb sa
réwne 1, 1, 2, 2. Podobnie jak wyzej,
uwzgledniajac, ze a, b, ¢ i d s3 parami

rézne, widzimy, ze liczby (z — a), (z — b),

(x —c¢)i(z—d) saréwne +1, -1, +2, -2
w pewnej kolejnosci. Jednakze wtedy
(z—a)+(x—b)+(x—c)+ (x —d) =

=EHD+ (=) +(+2)+(-2) =0,
skad szybko dostajemy teze.

Leibniz i twierdzenie o wieloscianach
Grzegorz LUKASZEWICZ*

Mam nadzieje, ze potomni zyczliwie mnie osadza, nie tylko co do tych
rzeczy, ktére wyjasnilem, ale i do tych, ktére celowo pominatem, aby
pozostawié innym przyjemnos$¢ odkrywania.

Kartezjusz, Geometria

Celem tego artykutu jest przedstawienie ciekawej historii twierdzenia Eulera

o wieloscianach, nazywanego tez od pewnego czasu twierdzeniem
Kartezjusza—FEulera o wieloScianach. Wlasnie, dlaczego Kartezjusza—FEulera? I co
ma wspoélnego z tym twierdzeniem tytulowy Leibniz?

Bohaterem artykulu jest nastepujace twierdzenie o wieloécianach.

Jezeli V., E i F' oznaczajg, odpowiednio, liczbe wierzchotkow, krawedzi i Scian
danego wieloscianu, to zachodzi nastepujgca réwnosc:

F+V -FE=2

Oczywidcie nalezy dokladnie okresli¢, co rozumiemy przez wielo$cian, albowiem
rozne definicje wieloScianu prowadza do pojawienia si¢ réznego rodzaju
kontrprzyktadéw na prawdziwos$é twierdzenia, co zostalo znakomicie opisane

w glodnej pracy doktorskiej Imre Lakatosa z 1961 roku, opublikowanej nieco
pézniej pod tytutem Proofs and refutations, a w polskim tlumaczeniu jako
Dowody i refutacje [4]. Szersze omdwienie twierdzenia mozna znalezé w [6].
Zgodnie z powiedzeniem ko7, jaki jest, kazdy widzi, my pozostaniemy przy
zwyktych wyobrazeniach wieloécianéw jako bryl wypuktych ograniczonych
plaszczyznami. Rodzina taka zawiera m.in. wszystkie bryly platonskie,

a powyzsza formutla jest dla niej prawdziwa.

Kartezjusz badat wielosciany, a rezultaty tych badan zawart

w nieopublikowanym manuskrypcie De solidorum elementis. Znajduje sie tam
twierdzenie bardzo bliskie powyzszemu twierdzeniu. Zawarto$¢ manuskryptu
dotarta do wspolczesnosci posrednio, dzieki zachowanej kopii, ktora zostala na
nowo odczytana i precyzyjnie zanalizowana dopiero w latach osiemdziesiatych
dwudziestego wieku. Historia jest nastepujaca.

Uwaza sie, ze Kartezjusz napisal De solidorum elementis najprawdopodobniej
w latach 1619-1623, a wiec w mlodosci (choé¢ podawane sa tez inne daty, 1630,
a nawet 1639); praca ta pozostala jednak w jego prywatnych zbiorach az do
$mierci. Zmart w Sztokholmie 11 lutego 1650 roku, dokad przybyt

w pazdzierniku 1649 roku na zaproszenie krélowej Krystyny, aby stuzy¢ jej jako
osobisty nauczyciel filozofii.

W roku 1653 Pierre Chanut (1601-1662) — ambasador Francji w Szwecji

i zaufany Kartezjusza — wystal manuskrypty Kartezjusza swojemu szwagrowi,
Claude’owi Clerselierowi (1614-1684), do Paryza. Clerselier byl przyjacielem
Kartezjusza, a takze wydawca i ttumaczem jego prac. Dotarty one do niego po
niemalych perypetiach. W Rouen kufer z manuskryptami zostal przetadowany ze
statku na 16dz, ktora miala dostarczy¢ go na miejsce. Pech chcial, ze 16dz
zatonela w Sekwanie juz prawie u celu. Papiery namakaly w wodzie przez

trzy dni. Gdy w koncu je wylowiono, zostaly roztozone i wysuszone,

a posegregowanie ich, ponowne zlozenie w cato$¢ i odczytanie wymagato od
Clerseliera duzego nakladu pracy.

W 1672 roku w pewnej misji dyplomatycznej, a takze aby pobiera¢ dalsze nauki,
do Paryza przybyt 26-letni Leibniz. Pod opieka Christiaana Huygensa
(1629-1695) zrobil niewiarygodnie szybkie postepy w matematyce, ktére wkrétce
zaowocowaly sformutowaniem rachunku rézniczkowego i catkowego. Leibniz,
podobnie jak wielu innych, byl zafascynowany Kartezjuszem i zbieral jego
wszystkie dostepne dzieta, poszukiwal réwniez tych nieopublikowanych. Wéwczas
Huygens skierowal go do Clerseliera.
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Ciekawy jest domniemany watek osobisty zafascynowania Leibniza pracami
Kartezjusza. Mogto tu chodzi¢ o pewna zazdrosé, gdyz obu interesowalo wiele
tych samych tematéw, a wypowiadane byly opinie, ze Leibniz w swoich pracach
z rachunku rézniczkowego i catkowego nie dodal wiele do tego, co na ten temat
napisal wczeéniej Kartezjusz. Wrazliwy Leibniz moégl mieé zatem dodatkowy
powdd, aby poszukiwaé wszystkiego, co wyszto spod piéra wielkiego Francuza.

W czerwcu 1676 roku Leibniz udal si¢ do Clerseliera, ktory pozwolit mu zrobié
odreczne kopie manuskryptéw. W dniach 1-3 czerwca Leibniz przepisal

w poépiechu te najbardziej go interesujace, w tym De solidorum elementis. Sam
oryginal tego manuskryptu zaginal jakis czas potem i nigdy nie zostal
odnaleziony. Uwaza si¢ jednak, ze kopia Leibniza stanowi w zasadzie cato$é
oryginalnego manuskryptu Kartezjusza, z niewielkimi tylko opuszczonymi
fragmentami.

Po $mierci Leibniza, w 1716 roku, jego zapiski trafily do archiwéw Krélewskiej
Biblioteki w Hanowerze. Kopie manuskryptu De solidorum elementis odnalazt
tam w roku 1860 hrabia Louis-Alexandre Foucher de Careil (1826-1891) wsrdd
nieskatalogowanych papieréw Leibniza, w jakims$ zaulku, pokryta wiekowym
kurzem. Od tego czasu publikowano rézne wersje kopii Leibniza, zaréwno

w oryginalnej wersji lacinskiej, jak i w tlumaczeniu na jezyk francuski. Byly one
raczej malo zadowalajace i niedostatecznie zredagowane. Tekst byl bowiem
trudny do odczytania i, jak to kopie robione w pos$piechu, zawieral skroty,
niezrozumialte uwagi, by¢ moze drobne przeklamania, mato czytelne szkice figur
geometrycznych itp., a co najwazniejsze, jego pelna matematyczna tres¢ opierata
sie zrozumieniu wydawcdéw. Nic dziwnego, gdyz oryginalny manuskrypt
Kartezjusza nie byl wersja do publikacji, a kopia Leibniza przypominata, przy
pobieznym spojrzeniu, zbiér rozmaitych niepowigzanych ze soba obserwacji

i pomystéw. Dopiero doglebne jej przestudiowanie przez kompetentnego
matematyka moglo pozwoli¢ na wyrdznienie w niej pewnego logicznego watku.
Jednym stowem, kopia Leibniza wymagala rozszyfrowania. Tak to w wielkim
skrocie wygladalo az do naszych czasow.

W 1982 roku ukazala sie praca, w ktérej Pasquale J. Federico (1902-1982)
przedstawil wlasna wersje kopii De solidorum elementis wraz z jej przektadem
na jezyk angielski i szczegétowym komentarzem. Pieé lat p6zniej Pierre Costabel
(1912-1989) — duchowny i historyk nauki badajacy spuscizne po Kartezjuszu,
ktory poswiecil wiele czasu na odszyfrowanie kopii Leibniza — dokonal bardzo
wnikliwej analizy tekstu lacinskiego, nadal mu zadowalajaca forme i przelozyl na
jezyk francuski; wersje te sa oméwione w [7]. Obecnie mamy wiec dobry wglad

w to, jak rozumowal Kartezjusz.

Manuskrypt Kartezjusza zawiera wazne twierdzenia, w tym pierwszy
algebraiczny dowdd, ze moze istnie¢ co najwyzej pie¢ foremnych wielo$cianéw
wypuklych; dowdd wczesniejszy, geometryczny, znajduje sie w ksiedze XIII
Elementéw Euklidesa (bez zalozenia wypuklosci jest ich wiecej [Zdzistaw Pogoda,
Ile jest wielo$cianéw foremnych?, Ajg]). Znajduje si¢ w nim takze rezultat,

z ktérego przytoczone na poczatku artykutu twierdzenie Eulera o wieloscianach
moze by¢ otrzymane jako prosty wniosek. W swoim kombinatorycznym
podejsciu do wieloscianu Kartezjusz operowal pojeciem ,kata ptaskiego”

w miejsce ,krawedzi wielo$cianu”, otrzymujac formute

P =2F+2V —4,

gdzie P oznacza liczbe katéw plaskich. Poniewaz w wieloScianie liczba katéw
plaskich jest dwa razy wieksza od liczby krawedzi wieloScianu (o czym
Kartezjusz dobrze wiedzial), wiec podstawiajac P = 2F w powyzszym wzorze,
otrzymujemy natychmiast formute, ktéra Euler uzyskal w latach 1750-1751,

a w 1758 roku opublikowal w sprawozdaniach Akademii w Petersburgu pod
tytutem Elementa doctrinae solidorum. Kartezjusz nie uzywal terminu
,wieloScian”, pisal o ,bryle sztywnej”, pojeciu, ktore zawierato w sobie wazne
zalozenie o wypuklosci. Skadinad zalozenie to zostalo takze milczaco przyjete
w pracy Eulera, gdy ten pisal: ,w kazdej bryle sztywnej...”
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D C

A B

Niech O bedzie takim punktem, ze
PO || AB, PO = AB = CD oraz PO
przecina odcinek AD. Wtedy czworokaty
ABPO oraz CDOP s réwnolegtobokami.
Niech @ bedzie takim punktem na
prostej PO, ze OQ = OA oraz punkty P
i Q leza po przeciwnych stronach
punktu O. Wtedy
AOP
$0Q4 = x04Q = 2225 =
_ XABP
T2
wiec punkty A, P, D i Q leza na jednym
okregu 2. Wobec tego
<xODQ = xDOP — xDQO =
= xDCP — xDAP =
= xXDAP = xDQO,
skad OD = OQ = OA, wigc O jest
$rodkiem okregu 2. Zatem

AB =OP =0A=0D = PB = PC.

= XADP,

Suma katéw zewnetrznych jest rowna 27

Wieloécian sferyczny
F+V -E=7+10—-15=2

Réznica w sformutowaniu obu twierdzen jest niewielka. Wida¢ gotym okiem, ze
formuly Kartezjusza i Eulera sa logicznie réwnowazne. Pewne kontrowersje
zwiazane z tym, komu przyznaé pierwszenstwo odkrycia, skupiaja sie na
rozwazaniach o poziomie zrozumienia przez obu panéw glebszego, topologicznego
znaczenia wypracowanych przez nich formul, tzn. na ile zdawali sobie sprawe

z tego, co za nimi sie kryje. W matematyce, ale nie tylko, zdarza si¢ bowiem, ze
autor waznego odkrycia nie wyciaga z niego, wedlug pdzniejszych ocen,
nalezytych — bywa, ze rzeczywiscie rewolucyjnych — wnioskéw. Zauwazaja je
dopiero pézniejsi uczeni i powstaje pytanie, komu przypisa¢ odkrycie.

W interesujacym nas przypadku opinie sa podzielone. Wielu komentatoréw
uwaza, ze Euler byl $wiadomy topologicznego znaczenia swojej formuty,
natomiast Kartezjusz nie — zatem pierwszenstwo odkrycia nalezy sie¢ Eulerowi.
Czy naprawde bylto tak, ze Kartezjusz znalazl diament, ale nie poznatl sie na jego
wartosci i odlozyl go miedzy inne zwykte kamyki, natomiast Euler zdawal sobie
sprawe z tego, co znalazl? Inna opinia jest taka, ze twierdzenie Kartezjusza
nalezy do topologii tak samo jak twierdzenie Eulera, gdyz pojecie kata ptaskiego
jest pojeciem topologicznym w tym samym stopniu co pojecie krawedzi, jednak
obaj panowie nie rozumieli w pelni topologicznej natury swoich twierdzen, nie
zdawali sobie sprawy z tego, ze pojecia wierzchotka, krawedzi i Sciany maja sens
na dowolnej powierzchni, ze krawedzie nie musza by¢ proste, a $ciany plaskie [8].
Bardziej szczegétowo opinie wybranych komentatoréw sa przedstawione w [3].

Dla Kartezjusza i Eulera rozwazane wyzej formuty bylty wyrazem préb
znalezienia ,,0golnej teorii wieloScianéw”, w tym wiasciwych kryteriéw ich
klasyfikacji.

Rozwazana formula Kartezjusza jest kulminacja ciagu pieciu poprzedzajacych
stwierdzen, a metody jego rozumowania oparte sa na analogii z wielobokami,
a wiec obiektami dwuwymiarowymi. Tymczasem Euler postuzyl sie metoda
indukcji w zbiorze samych wieloscianéw, czyli obiektéw tréjwymiarowych

(o metodach indukcji i analogii w matematyce mozna przeczytaé w [5], gdzie
rozdzial III poswiecony jest metodzie indukcji w geometrii bryl, z formutg
Eulera jako koronnym przykladem).

Przyblizmy tu cho¢ troche metode Kartezjusza. Wspomniany ciag stwierdzen,

w ktorym Stwierdzenie 6 stanowi rozwazana formute Kartezjusza, zaczyna sie od
kluczowego Stwierdzenia 1: Suma zewnetrznych kgtow brylowych bryly jest
réwna o$miu brylowym kgtom prostym (czyli 4w ). W manuskrypcie nie ma
dowodu tego stwierdzenia. Mozemy jednak zauwazy¢, ze jest ono analogiczne do
swego dwuwymiarowego odpowiednika, stwierdzajacego, ze suma zewnetrznych
kgtow plaskich wieloboku jest réwna czterem kgtom prostym (czyli 27 ). Dowod
stwierdzenia dla wymiaru 2 jest elementarny (patrz rysunek na marginesie),

a dowdd stwierdzenia dla wymiaru 3 jest analogiczny [8].

Doniostosé Stwierdzenia 1 (nazywanego twierdzeniem Kartezjusza) zostala
zauwazona juz w roku 1860, tuz po pierwszej publikacji kopii Leibniza, takze juz
wtedy zauwazone zostaly jego relacje z twierdzeniem Gaussa—Bonneta
moéwiacym o tym, ze Calka z krzywizny Gaussa po zamknietej powierzchni
genusu 0 (deformowalnej do sfery) jest réwna 4 ([8], [Witold Sadowski,

Wz6ér Eulera i balony, Ads)).

Nalezaca dzi$ do topologii formuta F' + V — E = 2 zajmuje jedno z czolowych
miejsc w rankingach na najpiekniejsza formute matematyczna. Na przetomie
XVIIT i XIX wieku pojawity sie nowe jej dowody. W 1794 roku Adrien-Marie
Legendre podal prosty dowodd jej prawdziwosci dla wszystkich wieloécianéw,
ktére dzi$ nazywamy sferycznymi (tzn. takich, ktérych powierzchnia jest
homeomorficzna ze sfera), a w 1810 roku Louis Poinsot (1777-1859) zauwazyl,
ze do tego zbioru naleza takze niektore wieloéciany, ktore nie sa wypukle.

W 1847 roku Karl G.Ch. von Staudt (1798-1867) podal prosty czysto
topologiczny dowdd formuly i wskazal topologiczny konieczny i wystarczajacy
warunek, zapewniajacy jej prawdziwos$¢. Dalsze badania wieloScianéw
niewypuklych pokazaly, ze liczba F' +V — E, zwana dzi$ charakterystyka
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Wielo$cian toroidalny
F+V -E=164+16—-32=0
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Te niefortunne wybory opisaliSmy
w artykule ,,Jak Leo uratowal klasowe
wybory”, Agl.
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Kazdy z zakretow zostanie pokonany ze
staly predkoscig katowa w — dla kazdego
zakretu inng. Wykonanie zakretu o kat o
wymaga czasu t = a/w. Czas bedzie
minimalny, gdy w bedzie maksymalne.
Maksymalng warto$¢ w otrzymamy,
poréwnujac sile tarcia z wartoscia sity
dosrodkowej potrzebnej do utrzymania

Lo > .
ruchu po okregu o promieniu r: w”r < fg.

Otrzymujemy:
«@ r
t=— 2o,/ —.
w fg
7Z powyzszego wzoru wynika, ze stosunek
czasébw wynosi:

¢ -
2o /R =var,414,
ta )

a wiec pokonanie zakretu o wiekszym
promieniu, mimo ze pokonujemy go

z wigkszg maksymalng predkoscia, zajmie
nam wiecej czasu. Dla zaspokojenia
ciekawoséci obliczmy, ile wynosza

czasy t1 ita: t1 = 6,9 s, ta =~ 4,9 s.

170 m to minimalny promien zakretu, jaki
mozna pokona¢ z maksymalng predkoscia
140 km/h, dozwolong na polskich
autostradach (przy idealnych warunkach:
sucha nawierzchnia nie pokryta piaskiem,
lisémi itp.).

Oskar SKIBSKI*

Pan Marek, nauczyciel informatyki i wychowawca klasy 2B, lezal na kanapie
w kantorku przy sali informatycznej i oddawal sie swojej ulubionej rozrywce —
czytal Delte. Po tym, jak rok temu wybory na przewodniczacego klasy
doprowadzitly do sporej awantury, pan Marek postanowil, ze w tym roku to on
zdecyduje, kto bedzie przewodniczacym. I wlasnie powinien to zrobié¢, jednak
strasznie mu si¢ nie chcialo.

Wertowal akurat stary numer Delty i trafil na artykul o tym, jak analizujac sie¢
potaczen, mozna wskazaé kluczowego terroryste (Ait). ,Szkoda, ze moi
uczniowie nie sa terrorystami” — pomyslal. , Uzylbym jednej z tych metod

i miatbym problem z glowy”. Ale w sumie... gdyby tak stworzy¢ sie¢ spoteczna
klasy? Wtedy mogliby$my uzy¢ jakiejs metody opisanej w artykule do wskazania
osoby, ktora jest najbardziej centralna. Ona powinna by¢ nieztym gospodarzem!

Pan Marek narysowal imiona 13 uczniéw swojej klasy na kartce

i podekscytowany popedzil do komputera, gdzie uruchomil zapis monitoringu
z ostatniego miesiaca (jak dobrze, ze jego szkola jest taka nowoczesnal). Kazda
pare uczniéw, ktorzy chociaz raz siedzieli w jednej tawce, polaczyl krawedzia.
Powstal taki graf:

Graf to profesjonalne
slowo oznaczajace ,kropki
potaczone kreskami”.
Kropki reprezentujg jakies
obiekty i nazywane sa
zwykle wierzchotkami.
Kreski, nazywane
krawedziami, wskazuja,
ktére obiekty co$ taczy.

Pan Marek przejrzat metody opisane w pracy, ale okazalo sie, ze trzy
standardowe miary centralno$ci (miary stopnia, bliskosci i posrednictwa)
wskazuja rézne osoby (odpowiednio Ade, Jasia i Nel)! Po wezytaniu sie w ich
opis zdecydowal sie uzy¢ miary bliskosci (closeness centrality), ktéra kazdemu
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