Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 859, 860

Redaguje Marcin E. KUCZMA
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859. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ liczbe stéw dhugoéci n,
tworzonych z symboli A, B i majacych nastepujaca wlasnosé: w kazdym

spéjnym odcinku slowa liczba wystapienn symbolu A rézni sie od liczby
wystapien symbolu B co najwyzej o 2.

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2023

Regulamin Ligi znajduje si¢
na naszej stronie: /deltami.edu.pl

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
744 (WT = 2,7), 745 (WT = 3,85)

z numeru 10/2022

Pawetl Perkowski Ozaréw Maz.4-38,33  Przypominamy tresé zadan:

Jan Zambrzycki Bialystok 3-36,74
Jacek Konieczny Poznan 33,42
Marian Lupiezowiec Gliwice 2-33,14

860. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace réwnanie

faf(y) =zf(y) +yf(x)
Zadanie 860 zaproponowal pan Witold Bednarek z fodzi.

dla z,y € R.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2022

851. Marcin urzadza spotkanie towarzyskie. Zamierza zaprosi¢ 50 gosci z szerokiego grona oséb,
w ktérym niektorzy znajg sie wzajemnie, inni nie. Marcin uwaza tréjke ludzi za atrakcyjna

towarzysko, gdy jest w niej jakas para znajomych, a takze jaka$ para nieznajomych. Ma cheé, by ten

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
845 (WT = 2,41) i 846 (WT = 1,17)
z numeru 9/2022

zrealizowac?

50

s,warunek atrakcyjnosci” spelnialo co najmniej 75% sposréd wszystkich (3) tréojek gosci. Jaka jest

najmniejsza liczba par znajomych (w owej pigédziesigtce), przy ktérej to nietypowe zyczenie daje si¢

852. Dana jest liczba naturalna n > 2 oraz liczba rzeczywista a, przy czym a # n — 1. Niech

Stanistaw Bednarek L&dz 43,77 Z1,...,2n beda zespolonymi pierwiastkami wielomianu z™ — nz + a. Wykazaé, ze
Tomasz Wietecha Tarnéw 42,81 1 1
Mikolaj Pater Opole 41,88 T T
Krzysztof Zygan Lublin 41,84 . . )
Pawet Najman Krakéw 39,03 851. To oczywiscie graf prosty o wierzchotkach 1,...,n (tu n = 50). Gdy
Janusz Olszewski — Warszawa 38,46, wierzchotka ¢ wychodzi k; krawedzi (i = 1,...,n), laczna liczba krawedzi
Marcin Kasperski Warszawa 37,65 . 1
Norbert Porwol Essen 37,50 wynosi ¢ = 5 Y ky; stad:
Adam Woryna Ruda SI. 36,14 n n
Radostaw Kujawa Wroctaw 35,83 2 1 2 4 2
1) Sk (k) =
Wielkie zageszczenie tuz przed linig mety! i—1 n i—1 n

($rednia kwadratowa i arytmetyczna).

Przedmiotem dociekan sa tréjki wierzchotkéw,

w ktorych doktadnie jedna para jest potaczona
krawedzig lub sg dokladnie dwie takie pary. Niech ¢
bedzie liczba tréjek o tej wlasnoéci. Zadanie Marcina to
wyznaczenie najmniejszej mozliwej wartosci ¢ przy
ograniczeniu:

3/n
@ b= ( 3 ) ’
Kazda taka tréjka (nieuporzadkowana) wyznacza
dokladnie dwie uporzadkowane tréjki numerkéw (i, j, k)
takie, ze ij jest krawedzia grafu, za$ ik nie jest
(to kluczowe spostrzezenie). I na odwrét: kazda
uporzadkowana tréjka (i, j, k) o tych wlasnosciach jest —
po odrzuceniu uporzadkowania — jedna z ,trojek
Marcina”. Dla ustalonego ¢ liczba uporzadkowanych
par (4, k), pasujacych do tego schematu, wynosi
ki(n — 1 —k;). To pozwala na zliczenie wszystkich
takich (nieuporzadkowanych) tréjek:

(3) t—igkl(n 1—k)=(n-1)q §;k

Zestawienie zaleznosci (3), (1), (2) daje nier6wnosé:

2 5 3/n
=22 =20,
T T
Stad:
5 n(n—1) n%(n—1)(n—2) o
(4) q B) q 16 <0.

Pierwiastkami tego tréjmianu kwadratowego sa liczby
%(n—14+/n—1). Zatem spelienie warunku (2)
(wiec i (4)) pociaga dolne oszacowanie:

(5) q}%(n—l—\/n—l).

20

Uzyskanie réwnosci w (5) wymaga, by zachodzila
réwnosé w relacji (1), co ma miejsce, gdy k1 = ... = k.
Dla n = 50 oszacowanie (5) przybiera postaé g > 525

i staje si¢ réwnoscia, gdy wspolna warto$¢ stopni k;
wynosi 2¢min/50 = 21. Tylko czy taki graf istnieje?

Przykladowa realizacja: w grafie o wierzcholkach
1,...,50 przyjmijmy, ze:

1,7 <28 .

lub [ > 28]

i # j (mod 4)] o
Tu kazdy wierzchotek o numerze < 28 laczy sie
z pozostalymi 27 wierzchotkami o numerach < 28,
z wyjatkiem szesciu; zas wierzchotki o numerach > 28
tworza klike licznosci 22. Tak wigc kazdy wierzchotek
ma stopieri 21 (i ¢ = 1 -50-21 = 525).

17 jest krawedzia <= {

852. Oznaczmy: w; =1/(z; —1)dlaj=1,...,n.
Poniewaz a # n — 1, liczba 1 nie jest pierwiastkiem
wielomianu P, (z) = 2" — nz + a, dzigki czemu liczby w;
sg dobrze okreslone; nalezy wykazac, ze ich suma jest
réwna zeru. Skoro z; = (w; + 1)/wj, liczby wy, ..., w,
spelniaja réwnanie P, ((w + 1)/w) = 0, czyli

(po pomnozeniu przez w™) — réwnanie:

Qn(w) = (w+1)" —n(w+ Dw" ! 4+ aw™ = 0.

Q. jest wielomianem stopnia n, bowiem wspoétczynnik
przy w"™ wynosi 1 — n 4+ a # 0. Liczby w1, ..., w, sa
wszystkimi jego pierwiastkami. Ich suma, pomnozona
przez (1 —n+ a), jest réwna wspdlczynnikowi

przy w" ! (w wielomianie Q,,); ten za$ wspoétczynik jest
rowny zeru, co dowodzi tezy zadania.
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Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 756, 757

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

L
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756. Komora Wilsona znajduje si¢ w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji
1 B =102 T. Czastka naladowana wpada do tej komory z predkoscia prostopadla do
linii pola B. Stosunek tadunku do masy czastki wynosi a = ¢/m = 10% C/kg. Po

obrocie wektora predkosci o kat 7/2 wzgledna zmiana promienia krzywizny toru

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2023

czastki wynosi € = 5%. W tym momencie pole magnetyczne zostaje wylaczone

i czastka do chwili zatrzymania przebywa jeszcze droge L = 30 cm. Sila oporu
y  Ppodczas ruchu czastki ma warto$¢ proporcjonalng do jej predkoéci. Znalezé
predkosé, z jaka czastka wpadla do komory.

Rys. 1 7
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Rys. 2
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Oblicz sprawnosé cyklu.

Rys. 3

757. Cialo sztywne porusza sie ruchem postepowym po szorstkiej powierzchni
poziomej. W chwili tg = 0, gdy predkoé¢ ciala wynosi vy, zaczyna dzialaé¢ na nie sila
B F(t) rosnaca w czasie, dzialajaca przez caly czas wzdluz prostej przechodzacej
przez Srodek masy ciala, o zwrocie zgodnym z wektorem vg. Po czasie t predkosé
ciala ma warto$¢ vy, przy czym vy = 5m/s, gdy vo = 1m/s, i vy = 13m/s, gdy

vo = 10m/s. Znalez¢ zaleznosé v, = f(vg) dla dowolnych vg.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2022

Przypominamy tresé¢ zadan:

748. Obrecz o promieniu r stacza si¢ bez poslizgu z wysokosci H (r < H) po réwni pochytej
B nachylonej do poziomu pod katem « i zderza si¢ sprezyscie z gtadka Scianksg, prostopadta do
powierzchni réwni (rys. 1). Na jaka wysoko$é¢ wzniesie sie obrecz po zderzeniu, jesli wspétezynnik
tarcia poslizgowego miedzy obrecza a réwnia wynosi p?

749. Jednoatomowy gaz doskonaly podlega przemianom A-B-C-A przedstawionym na rysunku 2.

748. Energia kinetyczna obreczy o masie m tuz przed zderzeniem ze $cianka
wynosi mv?, gdzie v jest predkoscia ruchu postepowego. Uwzgledniajac, ze r < H,
otrzymujemy z zasady zachowania energii:

mv? = mgH,

stad v = \/gH.

Po sprezystym zderzeniu z gladka $cianka ruch obreczy w gére réwni bedzie

Rys. 4

Vo Vp 2,75V V

przez site tarcia T' = pumg cos a, mozemy napisac:
mriw = Trtq, stad t; = U/ug cos Q.

Czas t9, po ktérym obrecz wzniesie sie¢ na maksymalna

wysokos¢ przy niezmienionym kierunku obrotu, wynika

z rOwnania:
mv = (mgsina + Tty 1 wynosi to = v/g(sin @ + pcos ).
Poniewaz ty < t1, w chwili osiagniecia maksymalnej
wysokosci obrecz nadal bedzie obracaé¢ sie w kierunku
przeciwnym do wskazéwek zegara. Droga przebyta przez
obrecz do chwili osiggniecia maksymalnej wysokosci
wynosi | = vty/2, a szukana maksymalna wysokosé:
h=lsina = H sina/2(sin « 4 1 cos a).

749. Sprawno$é cyklu dana jest wzorem n = W/Q, gdzie
W = (poVb)/2 jest praca uzyskana w cyklu, a @ to ilogé
ciepla pobrana przez gaz. Aby znalezé @, rozwazmy
kolejne odcinki cyklu. Na izochorze AB gaz pobiera
ciepto:

(1) Qap =ncy(Tp — Ta) = 3poVo /2,

gdzie cy = 3R/2 jest molowym cieptem wlasciwym przy
stalej objetoéci, a n oznacza liczbe moli. Na izobarze CA
temperatura caly czas maleje, zatem gaz oddaje ciepto.
Obliczymy teraz ciepto przekazane na odcinku BD, gdzie
D jest dowolnym punktem wewnatrz BC' (rys. 3),
ktéremu odpowiada objetosé V'

i ci$nienie p = po(3Vy — V) /Vo:

(2) Qpp = AUpp + Wgp,
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! zlozeniem ruchu postepowego z predkodcia poczatkowa v i ruchu obrotowego

! w kierunku przeciwnym do wskazéwek zegara z poczatkows predkoscia katowa
w = v/r. Oznaczajac przez t1 czas potrzebny do zatrzymania ruchu obrotowego

gdzie AUpp jest zmianag energii wewnetrznej, a Wgp
praca wykonang przez gaz.

3) AUgpp = 3(pV — 2poV0)/2,

(4) Wgp = (2po +p)(V — Vo) /2.

Po podstawieniu (3) i (4) do (2) otrzymujemy wyrazenie
na ciepto:

(5)  Qsp =—(2poV?)/Vo +15(poV)/2 — 11poVo/2,

ktére jest funkcja kwadratowa objetosci. Wykresem tej
funkcji jest cze$é paraboli przedstawionej na rysunku 4,
ktéra przecina o$ objetosci w punktach:

Vi=VWiVe =275V,
a jej maksymalnej warto$ci odpowiada objetosé:
Ve = (Vi +V2)/2 = 15V,/8.

Zatem w procesie BC cieplo jest pobierane na
odcinku BP, a na odcinku PC oddawane. Warto$¢ ciepta
pobranego na odcinku BP otrzymujemy, podstawiajac
w (5) V = Vp, i wynosi ono:
Qpp = 49poVp/32.

Catkowite ciepto pobrane w cyklu:
Q= Qap +Qpp = (97poV)/32,

szukana sprawno$¢ cyklu

n=16/97 = 16,5%.
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