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Komplet siatek szescianu (kubomin)

Rozwigzanie zadania M 1743.
Zalézmy, ze m = 4n? + 4r 4+ 1 nie jest
réwne 1 ani nie jest liczbg pierwsza.
Wéwcezas ma nieparzysty dzielnik
pierwszy p = 2k + 1 taki, ze p < /m.
Mamy zatem dwa przypadki:

1) p < v/m. Wtedy

a2
n2+r7k(k+1): ’”/41)

jest liczbg catkowita dodatnia podzielng
przez p, zatem z warunkéw zadania jest
ona réwna p. Zatem

nP4r—k(k+1)=p=2k+1,
czyli
nPtr—(k+1)(k+2) =
=2%k+1-2k+1)=—1
wbrew zalozeniu zadania.
2) p = v/m. Wtedy
An® 4 4r4+1=p® = 2k + 1),
skad
7L2+T‘7(k‘71)k:2k
— sprzeczno$é z zatozeniem, o ile k # 1.
Zatem k =11

an® 4 4r+1=13%=o0.

Piotr PIKUL*

W artykule Kubomino z AS, opisalem uktadanke zlozong z kompletu siatek
szescianu. Wyznalem w nim, ze w poszukiwaniach ukltadu o minimalnym
obwodzie postuzylem si¢ komputerem. Nadszedt moment, aby powiedzie¢ pare
stéw o technikach wykorzystanych w moim programie.

Obwdd jest tym mniejszy, im wiecej jest krawedzi wewnetrznych. Mozna wiec
probowaé tak doktadaé kolejne ksztalty, aby za kazdym razem linia styku byta
jak najdhuzsza. Oczywiscie na danym etapie moze by¢ wiele ,réwnorzednych”
mozliwoéci, ktére do pewnego stopnia mozna sprawdzi¢ w osobnych przebiegach
rekurencji. (O tym, czy tak naiwny, zachlanny algorytm ma jakiekolwiek szanse
okazaé sie uzytecznym, poméwimy pézniej). Pomyslatem, ze mierzenie styku
bedzie wygodniejsze, gdy w centrum uwagi beda krawedzie, nie wierzchotki.
Doprowadzito mnie to do rozwazania kraty krawedzi.

Nazwa zapewne brzmi dziwnie. Prawdopodobnie Czytelnicy Delty zwykle
spotykali si¢ dotad tylko z ,krawedziami kraty”, czyli odcinkami taczacymi
sasiednie punkty kratowe (tj. punkty o catkowitych wspdlrzednych). W ogdle
wspoélrzedne catkowite kojarzymy albo z punktami, albo z kwadratowymi polami,
ktore wprawdzie maja swoje boki, ale niekoniecznie traktujemy je jako
pelnoprawne, niezalezne obiekty. Ot6z zaznaczajac srodki krawedzi kraty, tatwo
sie przekonaé, ze one réwniez tworza krate, choé¢ obrécona o 45° w stosunku do
pél czy punktéw. Ma ona takze inny punkt poczatkowy.

Oczywiscie mozna by przyjaé, ze wspotrzednymi krawedzi sa wspdirzedne ich
srodkéw, ale chyba wygodniej operowaé na liczbach catkowitych. Przyjalem, ze
wspOlrzedne [0, 0] (pisane w nawiasach kwadratowych dla odréznienia od
wspOlrzednych punktéw) odpowiadaja krawedzi (0,0)—(1,0). To jeszcze nie
determinuje catego uktadu wspélrzednych. Ogoélnie, krawedzi wychodzacej na
prawo z punktu (x,y) przypisuje wspoélrzedne [z — y, x + y]. Z kolei krawedZ
wychodzaca z (x,y) w dél otrzymuje wspélrzedne [x — y, x + y — 1]. Czytelnik
Zainteresowany moze samodzielnie wypisa¢ odpowiednie wzory dla krawedzi
wychodzacych do gory lub na lewo. Moze takze poszukaé¢ wzoréw przeliczajacych
wspOlrzedne krawedzi na wspélrzedne ich koricéw i érodkéw (te ostatnie juz nie
sa caltkowite).

Co ciekawego ma w sobie ,krata krawedzi”, czego zwyczajna nie ma?

Na przyktad ,zwyklych” punktéow kratowych raczej nie podzielilibySmy na
poziome i pionowe, co dla nowej kraty jest naturalne. Kryterium , poziomosci”
krawedzi [x,y] jest bardzo proste. Wystarczy sprawdzié, czy suma x + y jest
parzysta (lub, jak kto woli: z =y (mod 2)). Taki podzial moze sie kojarzyé

z dwubarwna szachownica i jest to skojarzenie poniekad wlasciwe.

Zwréémy jeszcze uwage na przedluzenia krawedzi. Niestety, wzor na wspdlrzedne
przedluzenia zalezy od kierunku. Krawedz pionowa [z, y] przediuzaja [x — 1,y + 1]
oraz [z + 1,y — 1]. W przypadku poziomej w obu wspélrzednych pojawia sie ten
sam znak. W zasadzie mozna zapisa¢ uniwersalne wzory, postugujac sie reszta

z dzielenia, ale czy bedzie to az tak eleganckie? Zagadnienie przedluzania
krawedzi pokazuje réznice pomiedzy omawiang krata a zwykta szachownica.
Ot67 majac czarne pole na szachownicy, trudno posérdd jego czterech czarnych
sasiadéw naturalnie wyr6znié¢ dwéch ,przedtuzajacych” Oczywiscie, zwazywszy
na umownos¢ wspétrzednych kraty krawedzi, mozemy si¢ réwnie dobrze umoéwié,
ktore pola szachownicy ,leza na przedtuzeniu danego”, niemniej jest to pewien
dodatek. Czyli krata krawedzi to troche wiecej niz szachownica.

Powréémy do problemu znalezienia kubominowej uktadanki o mozliwie
najmniejszym obwodzie. W programie kazda figure reprezentuje tak, aby
mozliwe byly dwie operacje: udostepnienie zbioru wszystkich krawedzi (takze
tych lezacych we wnetrzu figury) oraz sprawdzenie, czy podana krawedz jest
wewnetrzna (nie lezy na brzegu figury) i czy nalezy ja zaznaczyé, tzn. czy jest
brzegiem ktéregos elementu ukladanki (krawedZ lezaca na brzegu zawsze si¢
zaznacza). Taki obiekt daje sie bardzo elegancko narysowaé (takze za pomoca
samych znakéw ASCII), poniewaz wystarczy odwiedzi¢ wszystkie zaznaczone
krawedzie w danym zakresie wspélrzednych i rysowaé odpowiednio skierowane
kreski. Gdy postugujemy sie¢ tylko znakami, daje to uko$ny rysunek, ale jest
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Rysunki kubominowych ukltadanek
zlozone ze znakéw ASCII

*Qczywiscie najpierw dokonujemy
sprawdzenia bez modyfikowania
utozonego ksztaltu, a wstawienia ,na

stale” (m.in. zmiany krawedzi styku na
krawedzie wewnetrzne) dokonujemy po

upewnieniu sig, ze jest to mozliwe

i oplacalne.

Przyktad uktadanki (z tetromin) oraz
sum w poszczegdlnych wierzchotkach

kraty

**Nie kazda warto$¢ sumy moze wystapic,

przynajmniej jesli rozwazana ,figura”
spelnia zdroworozsadkowe zalozenia.

duzo prostsze niz korzystanie ze staroswieckich symboli przeznaczonych do
rysowania ramek. Dzigki istnieniu krawedzi jednocze$nie wewnetrznych i do
narysowania, mozna w efekcie zobaczy¢ cale rozwiazanie.

Dopasowywanie kolejnego elementu przebiega bardzo prosto. Krawedzi
wewnetrznej nie mozemy nalozy¢ na zadna inng (nie jest dozwolone takze
nalozenie zadnej krawedzi na dotychczasowa wewnetrzna), a krawedZ zewnetrzna
nalozona na zewnetrzng staje sie krawedzia wewnetrzng i jest doliczana do
»jakosci dopasowania” (im wiecej krawedzi styku, tym lepiej)*. Co warte
odnotowania, podczas dopasowywania mozna takze zweryfikowac, czy krawedz
styku jest w jednym kawalku (gdyby dopasowywana czesé stykala sie

z dotychczasowym ukladem w dwéch oddzielnych miejscach, znaczyloby to, ze
gdzie$ pomiedzy znajduje sie pusty obszar otoczony ze wszystkich stron, co jest
raczej niepozadane). Robimy to, zliczajac takie krawedzie zewnetrzne dokladanej
czesei, ktore same nie nalezac do ,starej” figury, dotykaja jej swoim koncem.
Chcemy mie¢ w sumie doktadnie dwa takie konce. No dobrze, ale jak te punkty
wygodnie namierzy¢? Nie postugujemy sie przeciez wspélrzednymi punktéw.
Otéz wystarczy sprawdzié, czy przedluzenia krawedzi naleza (niewazne, czy sa
wewnetrzne, czy nie) do ,starej” figury!

Tutaj warto wspomnie¢, ze — na ile mi wiadomo — klasyczne podejscie do
komputerowej reprezentacji poliomin jest nieco inne i opiera si¢ na macierzach.
Ksztalt opisujemy wtedy za pomoca prostokatnej tablicy liczb okreslajacych,
ktére pola naleza do figury. Rézne wartosci moga odrézniaé od siebie oddzielne
czedci w zlozonej ukladance. Przy takiej reprezentacji, umieszczajac nowy
element na danej pozycji, sprawdzamy, czy jego pola (odpowiednio przesuniete)
nie zostaly zajete wczesniej. Nie musimy porywaé sie na, badz co badz
dodatkowy, test odrézniajacy krawedzie wewnetrzne od brzegowych. Nieco mniej
naturalne okazuje sie wtedy zliczanie krawedzi styku, cho¢ oczywiscie jest
wykonalne.

Mozna stosowaé podejscie mieszane, czyli ,,macierz” wyposazy¢ w interfejs
operujacy na wspolrzednych krawedzi. Pomiar styku mozna oprzec¢ o taki
interfejs, a samo wstawianie przeprowadzaé ,konwencjonalnie”. Jest to wspaniata
okazja do zabawy w przeliczanie wspdlrzednych — tym razem wspotrzedne
komérki przeliczamy na otaczajace ja krawedzie lub z powrotem. Takie podejécie
zastosowalem, implementujac algorytm znajdujacy wypelnienie danego ksztattu
kubominami (oczywiscie kubomina tatwo podmienié na inng kolekcje poliomin).
Zasada dzialania byla oparta na do$¢ intuicyjnym, silowym algorytmie (zwanym
czasem algorytmem Knutha). Algorytm ten po kolei przeglada wolne pola
obszaru i sprawdza, czy ktorys z wciaz dostepnych elementow da sig tak
umiedcié, aby pokryl rozwazane pole. Gdy sie to uda, wstawiamy go

i kontynuujemy ukladanie przy pomniejszonym obszarze i zestawie cze$ci. Gdy
sie nie uda, usuwamy ostatnio dodany ksztalt i szukamy innego — moze nim by¢
takze ta sama, cho¢ inaczej potozona, czesé.

Pominmy jednak te dygresje i wroémy do zalet ,reprezentacji krawedziowej”.
Pozwala ona na jednoczesne wyznaczanie pewnych charakterystyk otrzymanych
ukladéw. Gdy rozwazymy punkty kratowe (np. prawe konice poziomych
krawedzi), kazdemu z nich mozemy przypisaé liczbe zalezna od wychodzacych

z niego czterech krawedzi. Przyktadowo naliczajmy 1 za kazda krawedz do
narysowania oraz 4 za kazda wewnetrzng. Oczywiscie jesli jedna krawedz ma
obie cechy, to nadajemy jej warto$¢ 5. W ten sposéb punkty maja przypisana
sume od 0 do 20**. Liczac, ile jest punktéw o danej sumie (ktérej uzywamy jako
indeksu zwigkszanej komérki tablicy), otrzymamy zaskakujaco wiele informacji.
Na przyktad wierzcholek figury ma przypisana liczbe 2 (jesli kat jest wypukly),
10, 11 lub 12 (dla katéw wklestych). Punkt kratowy lezacy na brzegu (niebedacy
wierzchotkiem) otrzyma warto$é 6 lub 7. Sumujac odpowiednie liczby punktéw,
otrzymamy obwdd figury (punktéw kratowych na brzegu jest tyle samo co
taczacych je, jednostkowych krawedzi).

7 podanych ,statystyk” mozna bez trudu wyluskaé liczbe czwoérstykow
(wspdlnych wierzcholkéw 4 czesci) 1 tréjstykéw oraz odréznié te, ktére leza na
brzegu od tych wewnetrznych. Mozna nawet obliczy¢ pole powierzchni, cho¢
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w przypadku programu ukladajacego kubomino nie bylo to do niczego potrzebne
(pole jest zawsze takie samo). Niestety, przedstawione bezmysine obliczenia nie
pozwalaja wyznaczy¢ maksymalnej dlugosci prostej krawedzi.

Czytelnika Zainteresowanego tworzeniem
algorytméw operujacych na zbiorach
krawedzi kraty musze¢ dodatkowo ostrzec
przed pewnymi subtelnosciami
zwigzanymi ze stosowaniem
geometrycznych przeksztalcen. Zwyktle
przesunigcia o wektor (ktérych przy
uktadaniu nie da si¢ uniknaé) skrywaja
niespodzianki, poniewaz jesli Az + Ay jest
nieparzyste, po przesunieciu o wektor
[Az, Ay] krawedzie pionowe przejda na
poziome, co jest dalece niewlasciwe. Na
podobne ,trudno$ci” nalezy uwazaé przy
obrotach i odbiciach symetrycznych.

obwodzie.

Teraz moze odsunmy kraty na bok i pochylmy sie nad strategia poszukiwania
ksztaltéw minimalizujacych obwéd. Wspomniatem, ze przy dopasowywaniu
czeSci mozna, wykorzystujac wielokrotne wywotania rekurencyjne, sprawdzi¢
kilka optymalnych polozen konkretnego elementu (sprawdzenie wszystkich jest
dalece nierealne; Czytelnik Zaprawiony w Szacowaniach moze zastanowic sie, jak
wielka jest liczba mozliwych ukladéw). Alternatywnie, mozna wykorzystaé te
wywotania do sprawdzania réznych kolejnoséci dodawania elementéw (11! to dla
komputera nie az tak duzo), a wybér pomiedzy ,réwnorzednymi” ustawieniami
danej czesci uczynié losowym. Gdy testowalem oba podejécia, to wilasnie ta
druga wersja programu znacznie czesciej ukladata z kubomin co$ o matym

Zachlanny i randomizowany algorytm poszukujacy minimalnego obwodu zdotlal

W poprzednim artykule o kubominie,
A§2, naszkicowatem dowéd faktu, ze

obw6d 36 jest minimalny.

wypelni¢ swoje zadanie, poniewaz znalazt uktad o obwodzie 36. Po dluzszym
czasie wyprodukowal jeszcze trzy inne tego typu rozwigzania. Niemniej tutaj

pojawiaja sie pytania teoretyczne: czy musiato mu sie to udac?

Mozna znalezé takie zestawy czeSci, ktérych obwodu nie da sie zminimalizowaé
poprzez dokladanie kazdego kolejnego elementu tak, aby osiagna¢ najdtuzszy
mozliwy styk. W przyktadzie zamieszczonym na marginesie utozenie
symetryczne daje taczna dlugosé stykéw réwna 24 (obwdd 40). Gdy jednak
zechcemy wykorzysta¢ maksymalny styk pomiedzy dwoma elementami (ma
dlugosé 7), to osiagniecie takiego rezultatu nie bedzie mozliwe. Zachgcam
Czytelnika do poszukania wlasnego przykladu — moze uda sie znalezé taki

Przyklad zestawu czedci (4 identyczne),
ktérych ,,zachlanne” ukladanie nie

pozwala uzyskaé minimalnego obwodu wlasnosci?

zlozony z zaledwie 3 czeéci lub taki, dla ktérego tatwiej zauwazy¢ pozadane

Moze siatki szescianu maja jakas wlasnos¢, ktéra gwarantuje osiagalnosé

Poliomino nazywamy wypuklym, gdy
kazdy jego wiersz i kolumna sa

»W jednym kawaltku”. Nie nalezy tego
myli¢ z klasycznym pojeciem wypuklosci
wystepujacym w geometrii.

minimalnego obwodu przy zachlannej strategii? W oczy rzuca sie fakt, ze
wszystkie one sa wypuklymi poliominami. Czy ma to jaki$ zwiazek ze
skutecznoscia algorytmu? Pytanie to moze byé¢ bardzo trudne, ale Nauce to nie
powinno przeszkadzad.

Rozwigzania zadan do artykutu ,,Oblicza dualnosci” ze strony 1

1. Rozwazmy dwa ostrostupy prawidtowe

o wierzchotkach P, @ sklejone wspdlna podstawa

A Ay A3 AL A5, Jesli punkt Ay zamienimy na jaki$
pobliski punkt A} poza plaszczyzna podstawy, to

w otrzymanym wieloScianie wypuklym

A/1A2A3A4A5PQ $rodki odcinkéw A/lAQ, 1421437 1431447
A4 Al nie leza w jednej plaszczyZnie. W konsekwencji
réwniez érodki Scian taczacych te odcinki z P nie tworza
pieciokata.

2. Czworoscian: 4 — 6 +4 = 2. Szescian: 8 — 12 + 6 = 2.
Oémio$cian: 6 — 12 + 8 = 2. Dwunastoscian:
20 — 30 + 12 = 2. Dwudziestoscian: 12 — 30 + 20 = 2.

3. Wspomniany dowdéd w ukryty sposéb korzysta

z twierdzenia Jordana, ktére méwi rzecz nastepujaca:

w grafie na sferze dowolny cykl prosty rozcina sfere na
dwie czesci. Podobne stwierdzenie nie jest prawdziwe na
torusie.

4. k = 2: Kazda $ciana (dwuwymiarowa) nalezy do
doktadnie dwéch czworoscianéw. k = 1: Kazda krawedz
nalezy do pewnej liczby czworoscianéw kolejno
polaczonych $cianami. (Warunek dla wierzchotka
trudno jest sformulowaé w podobny sposéb).
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5. Kolejne rownosci otrzymujemy, ustalajac

B odpowiedniego wymiaru (1,2, 3) i odnotowujac, ze:

— kazda krawedz ma dwa konce;

— kazdy tréjkat ma tyle samo wierzchotkow co krawedzi

(czyli 3);
— charakterystyka Eulera brzegu czworoscianu to
4—-6+4=2

a nastepnie sumujac po wszystkich B.

6*. Ponizej lewy diagram przedstawia sfere S (w spos6b
nawiazujacy do zszywania poszewki na poduszke),
a prawy plaszczyzne rzutowa P. Funkcja f posyla kazdy
z punktéw S na odpowiedni punkt P przez przesuniecie
(w ten sposéb ,sklejajac” pary punktow).

a1 ag a

bo b1 by bo—— b b

as a a
Jesli teraz na P mieliby$my dana dowolng siatke, to
biorac przeciwobrazy jej V wierzcholkow przy funkcji f,
uzyskalibyémy 2V wierzchotkéw na S; czyniac podobnie
dla krawedzi i Scian, otrzymaliby$my siatke na S

o zadanej wlasnosci.
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