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Rys. 1. Diagram opisujacy butelk¢ Kleina
przez sklejenie a z a oraz b z b

Y

Rys. 2. Pogladowa (nieco ulomna)
ilustracja butelki Kleina. Nieszczelno$é
takiej butelki pokazuje filmik How to fill
a Klein bottle dostepny na kanale
Numberphile:

youtu.be/dfhiVaJjOUY

a

Rys. 3. Diagram opisujacy torus przez
sklejenie

Podana definicja zostala przyjeta jedynie
na potrzeby niniejszego artykutu, a nie
jest terminem zaczerpnietym z fachowej
literatury. Zdecydowanie nie jest tez
jedyng mozliwg definicjg i zach¢cam
Czytelnika do zbadania innych — by¢
moze bardziej naturalnych — mozliwosci.

Z butelki Kleina i Salomon nie naleje?
Michat MISKIEWICZ*

Butelka Kleina to bardzo dziwna butelka. Otrzymuje sie ja poprzez sklejenie
bokéw kwadratu z rysunku 1 zgodnie ze strzatkami. Dla topologa opis taki
bedzie wystarczajacy — domyséli sie on, ze przez sklejenie rozumiemy tu
abstrakcyjna operacje utozsamienia odpowiednich par punktéw — ale dla
lepszego obrazu sytuacji przesledzmy krok po kroku, jak takie sklejanie mogloby
wygladaé¢. Korzystajac z trzeciego wymiaru, mozemy wygia¢ kwadrat i skleié¢
strzalki a, otrzymujac powierzchnie boczng walca. Deformujac material jeszcze
bardziej, mozemy zgia¢ walec niczym podkowe, by zblizy¢ jego podstawy do
siebie i... przekonaé sie, ze strzalki b wskazuja w zla strone!

Znana ilustracja z rysunku 2 prezentuje jedno z rozwigzan tego problemu.

Zeby zetknaé strzalki b w zgodzie z zadang orientacja, wycinamy maly otwoér
w walcu, a nastepnie jedna z czesci podkowy przeprowadzamy przez ten otwoér
na spotkanie drugiej czesci, niejako od srodka. W ten sposéb strzalki b spotkaja
sie w prawidtowy sposéb.

Warto samodzielnie wykonaé eksperyment myslowy: co stanie sie, gdy
napelnimy butelke Kleina woda? Czy bedzie ona szczelnie zamknieta?
A najlepiej zaczaé od refleksji: co to znaczy, ze woda znajduje sie we
wnetrzu butelki Kleina?

Patrzac na rysunek 2, mozna zauwazy¢, ze wode umieszczong w baniastej czesci
butelki tatwo wyla¢, odpowiednio obracajac cala butelke. Jest to zwiagzane

z jednostronno$cig butelki Kleina. Cecha ta — wspélna ze znana szerzej wstegg
Mébiusa — oznacza, ze mala kulke umieszczona na powierzchni zawsze mozemy
przetoczy¢ tak, by znalazta sie¢ w tym samym miejscu powierzchni, ale po drugiej
stronie.

Przypomnijmy jednak, ze nasza ilustracja nie przedstawia prawdziwej

butelki Kleina, a jedynie butelke z wycieta dziura, co ttumaczy zauwazona
nieszczelnosé. Dziure te mozemy zalataé, na powrét dodajac brakujacy dysk.
Otrzymana powierzchnia ma wtedy samoprzeciecie. Jest to tzw. immersja
butelki Kleina i dobrze oddaje jej geometrie, jesli tylko bedziemy pamietali, ze
samoprzeciecie jest tylko cecha naszej ilustracji, a sama butelka tego przeciecia
nie ma. Pozostaje jednak problem jednostronnosci i wydaje sie on skutecznie
uniemozliwia¢ wyrdznienie wnetrza i zewnetrza butelki.

A z czego da sie nalaé? Zeby lepiej zrozumieé, gdzie lezy problem, wskazmy
pewne przyklady pozytywne. Problemu ze szczelno$cig nie ma na przyklad sfera.
Przedmioty umieszczone wewnatrz niej — czyli w kuli — nie wydostang si¢ na
zZewnatrz.

Szczelny jest tez bliski kuzyn butelki Kleina — torus — zdefiniowany jako
kwadrat sklejony zgodnie z diagramem pokazanym na rysunku 3. Kiedy
przystepujemy do przestrzennego sklejania, nie napotykamy na problem
niezgodnosci i otrzymujemy znajomy ksztalt detki rowerowej. Przykladowym
opisem tego ksztaltu w R? bedzie zbiér punktéw

{(m,y,z) ER?: (m—2)2+22:1}.

Podobnie jak dla sfery, latwo znajdujemy jego wypelnienie — jest to
zbior opisany ta sama formula, tylko z réwnoscia = zamieniona na znak
nieréwnosci <.

Dotychczasowa opowie$é o szczelno$ci jest niescista, wiec moze sie wydawac
jalowa. Zeby tego uniknaé, na podstawie powyzszych trzech przyktadéw
zaproponuje nastepujaca definicje wypelnienia powierzchni:

Definicja. Uméwimy sie, ze powierzchnie S da sie wypelnié, jesli istnieje figura
tréjwymiarowa M, dla ktérej brzegiem jest powierzchnia S.
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Rys. 4. Przyklady opiséw sklejen, ktére
nie zadaja powierzchni zgodnie
z definicja:

1) walec ma niesparowane krawedzie
(nalezace do tylko jednego wielokata),

2) trgbka Borsuka ma krawedzie nalezace
do trzech wielokatéw,

3) bukiet dwdch sfer ma wierzcholtek
nalezacy do sze$ciu wielokatéw, ktére
jednak nie sa kolejno polaczone
krawedziami (za to ukladajg si¢ w dwa
cykle)
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Rys. 5. Tréjwymiarowe diagramy
opisujace, odpowiednio, wypelnienie
torusa oraz butelki Kleina

a

Rys. 6. Plaszczyzna rzutowa — trzecia
mozliwosé sklejenia kwadratu
w zamknigtg powierzchnieg

Od razu wyjasnijmy kilka terminologicznych niejasnodci:

« Jako powierzchnie S dopuszczamy nie tylko powierzchnie w R3, ale kazda
powierzchnie opisana przez sklejenie pewnej liczby wielokatéw, o ile po
sklejeniu kazda krawedz jest wspélna dla doktadnie dwdch wielokatéw,

a kazdy wierzchotek nalezy do pewnej liczby wielokatéw kolejno potaczonych
krawedziami (warunki te wykluczaja istnienie brzegu oraz rézne niepozadane
osobliwosci).

e Podobnie, za dopuszczalng figure tréjwymiarowa M uznamy efekt sklejenia
pewnej liczby wielo$ciandw, przy czym ponownie wymagamy, by przepis ten
wykluczal osobliwosci.

e Dopuszczamy jednak, ze niektore $ciany w opisie sklejenia M nie sg
sklejone z zadng inng $ciana. Powierzchnie opisang przez sklejenie samych
niesparowanych $cian (z pominigciem reszty) bedziemy nazywaé brzegiem M.
W definicji zadamy, by brzeg ten byl tozsamy z powierzchniag S.

e Nie Zgdamy, by sklejenie byto fizycznie wykonalne w przestrzeni
tréojwymiarowej; dopuszczamy wiec w szczegdlnosci butelke Kleina jako
prawidlowo okreslong powierzchnie.

A jednak sie da! W $wietle przyjetej definicji da sie znalezé wnetrze dla
butelki Kleina. Zacznijmy jednak od przyktadéw.

Figura o brzegu bedacym sfera jest na przyklad pojedyncza kostka jednostkowa
(szescian) [0,1]3, bez potrzeby sklejania. Brzegiem jest tutaj oczywidcie
powierzchnia sze$cianu, jednak jesli przyjmiemy — tak jak do tej pory —
tolerancyjne podejécie do deformowania powierzchni, to po pewnym
napompowaniu otrzymamy sfere.

W przypadku torusa mozliwos$é¢ wypelnienia mozna zauwazy¢ juz na etapie
sklejania, gdy mamy do czynienia z walcem; walec ma przeciez wypelnienie!
Rozwazmy wiec znowu kostke [0, 1] (po napompowaniu odpowiadajaca pelnemu
walcowi), jednak tym razem ze sklejonymi dwiema przeciwleglymi $cianami

jak na rysunku 5. Jest to przyklad figury, o jakiej mowa w definicji. A brzeg?
Niesparowane $ciany po dokonaniu sklejenia (przepis nakazuje sklejenie dwéch
zamknietych lamanych) tworza torus.

7Z tej perspektywy nie jest trudno znalez¢ wypelnienie rowniez dla butelki
Kleina — wystarczy na poprzednim diagramie zmodyfikowac¢ przepis sklejania
przeciwleglych Scian. Zachecam do samodzielnego przekonania sig, ze otrzymany
przepis nie powoduje powstania osobliwosci, a sklejenie brzegu daje wtasnie
butelke Kleina.

7 wielu mozliwych refleksji, jakie pociaga za soba zarysowane wyzej
abstrakcyjne spojrzenie, chcialbym wyréznié jedna. Mianowicie réwniez
jednostronno$é nie jest cechg powierzchni, a jedynie jej przestrzennej
reprezentacji. Przyktadem tego jest butelka Kleina, ale prostszy przyktad
mozna zauwazy¢ juz wymiar nizej. Ot6z kazdy okrag na plaszczyznie ma dwie
strony (po jednej z nich jest kolo), ale juz okrag poprowadzony wzdluz wstegi
Moébiusa ma tylko jedna, o czym tatwo sie przekonaé, rozcinajac wstege Mobiusa
wzdluz takiej krzywej na dwa kawalki (no wtasnie! czy na pewno dwa?). Moze
to naprowadzi¢ Czytelnika na stuszny trop taczacy jednostronnos$é powierzchni
z orientowalnoscia zaréwno jej samej, jak i otaczajacej przestrzeni.

Ciag dalszy. Wielu Czytelnikow Delty zna jeszcze jednego kuzyna butelki
Kleina i torusa — plaszczyzne rzutowa. Niestety, plaszczyzna rzutowa
wypelnienia nie posiada.

Po poznaniu tylu pozytywnych przykladéw ta negatywna odpowiedz moze
zaskakiwac¢. Tym bardziej, ze jak mielibyémy wykazaé niemozliwos¢é znalezienia
wnetrza? Wszak mozliwych przepiséw sklejen jest nieskonczenie wiele.
Czytelnik odpowiednio do$wiadczony zapewne przeczuwa, ze odegra tu role
pewien niezmiennik. I stusznie! Bedzie nim charakterystyka Eulera. Nie
wnikajac w szczegdly, dla powierzchni zlozonej z F' wielokatéw, E krawedzi

i V wierzcholkow jest to liczba x =V — E + F'; okazuje sie, ze nie zalezy ona
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X (sfera) = 2
x(torus) =0
x(but. Kleina) = 0
x(pl. rzut.) =1
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Rys. 1. Kwadrat tacinski o wymiarze 3.
Elementy nie powtarzaja si¢ w zadnym
wierszu ani kolumnie

@

Rozwigzanie zadania M 1739.
Poniewaz AED jest tréjkatem
réwnoramiennym, to BC'E jest réwniez
réwnoramienny. Wobec tego

DF =CE =CB i xADF = ¥xEBC,
ponadto AD = BE, skad AFD jest
przystajacy do tréjkata rownoramiennego
BCE. Wobec tego PF || AD, zatem
XPFD = 180° — XADF = ¥ AEF, czyli
AFE i PF s symetryczne wzgledem
symetralnej odcinka F'E, bedacego
$rednicg Q. Zatem P i A sa réwniez
symetryczne wzgledem tej srednicy,

a stad czworokat AEF P jest trapezem
réwnoramiennym — w szczegoélnosci mozna
na nim opisa¢ okrag.

od wybranego podziatu powierzchni na wielokaty, i wlasnie dlatego nazywamy
ja niezmiennikiem. Charakterystyki Eulera interesujacych nas powierzchni
podalem na marginesie — polecam wyliczy¢ je samodzielnie. Plaszczyzna
rzutowa wyréznia sie na naszej liScie tym, ze jej charakterystyka jest nieparzysta.
Pozostaje nam wiec przekonaé sie, ze:

Twierdzenie. Jesli powierzchnie S da sie wypelnié, to jej charakterystyka
Eulera x(S) jest liczbg parzystq.

Twierdzenie to nie jest latwe. Zachecam wiec Czytelnika do samodzielnego
zbadania wybranych przypadkéw, a pelny dowdd bedzie mozna przeczytaé juz
za miesiac.

Kwadraty magiczne oraz kwadraty grecko-tacinskie zna kazdy Czytelnik
Lilavati 1] oraz Sladami Pitagorasa [2]. Takie obiekty sa z jednej strony
wdziecznym przedmiotem rozwazan matematyki rozrywkowej, ale tez powiazane
sq z istotnymi problemami kombinatorycznymi, jak réwniez utatwiaja optymalne
planowanie eksperymentéow.

Rozwazmy konstrukcje znana co najmniej od XIIT wieku [3], kwadrat tacinski.
Jest to tablica o wymiarze d na d, wypelniona d elementami (np. literami
alfabetu lacinskiego) w ten sposéb, ze elementy nie powtarzaja sie w zadnym
wierszu ani kolumnie. Przyklad wymiaru 3 przedstawia rysunek 1. Przyktad
ten stworzony zostal z pierwszego wiersza (A, B, C) poprzez translacje — drugi
wiersz przesuwamy o jeden, otrzymujac (B, C, A). Z kolei trzeci wiersz jest
przesuniety o dwa elementy, (C, A, B). Nietrudno zauwazyé, ze konstrukcja
poprzez translacje ma swoje uogolnienie na kwadrat o dowolnym wymiarze d,
co dowodzi, ze kwadraty laciniskie istnieja dla dowolnego d.

Oczywiscie kiedy zamienimy litery na dowolne inne symbole, nowy kwadrat
taciniski nie bedzie si¢ r6znil od wyjsciowego (mozna powiedzied, ze sa w tej
samej klasie réwnowaznosci ze wzgledu na zamiane symboli), jak w przykladzie
na rysunku 2, gdzie uzyjemy symboli stosowanych w kartach do gry.

Czy jednak wszystkie kwadraty tacinskie o danym wymiarze sa takie same

i naleza do tej samej klasy réwnowaznosci? Odpowiedz brzmi: nie! Skoro tak,

to ktore kwadraty sa od siebie najbardziej rézne? By odpowiedzie¢ na to pytanie,
najprosciej doda¢ je do siebie, dolaczajac greckie litery dla odrdznienia kolejnosci
kwadratéw.

Zacznijmy od dwoch takich kwadratéw, ktére z cala pewnoscia nie sa rézne,
poniewaz drugi powstaje z pierwszego poprzez zastapienie liter tacinskich
greckimi.

Aa | B | Cy AV | Ko | Q¢
B | Cy | Aa = K& | Q¢ | AY
Cy | Aa | BB Q¢ | AV | Ko

Rys. 2. Po lewej stronie réwnosci: dwa identyczne, dodane do siebie kwadraty ltacinskie o wymiarze 3,
gdzie w drugim kwadracie zamieniliSmy litery tacinskie na greckie: A — a, B — 8 oraz C — ~.

Po prawej stronie: rownowazny uktad, w ktérym role liter lacinskich przyjety figury karciane, a litery
greckie zastgpiono symbolami koloréw. Zauwazmy, ze kazda figura wystepuje zawsze w tym samym
kolorze

Kazdy element na rysunku 2 jest para liter — mozliwosci stworzenia réznych par
jest 3 x 3 = 9. Skoro jednak dodawalidémy takie same kwadraty taciniskie, to w tym
przykladzie wystepuja tylko 3 rézne: Aa, BB i Cr.
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