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Permutacja o jest cyklem, o ile istnieje
taki zbiér S, = {a1,...,ar} C S, ze
o(a1) = as, o(az) =ag, ..., oc(ax—1) = ay

io(ag) =aj oraz o(a) =a dlaa € S\ Se.

Rozwigzanie zadania M 1738.
Odpowiedz: 120.

Lacznie jest 210 sum, czyli po 105
kazdego znaku. Oznaczmy przez x liczbe¢
liczb dodatnich, a przez y liczbe liczb
ujemnych. Zminimalizujemy liczbe
ujemnych iloczynéw zy. Przy ustalonej
sumie, iloczyn liczb jest tym mniejszy, im
bardziej sa od siebie oddalone. Zadna

z liczb x i y nie moze by¢ wigksza niz 15
(w przeciwnym razie liczba sum
odpowiedniego znaku bedzie wieksza niz
(15-14)/2 = 105), wiec optymalny wynik

bedzie przy = 15, y = 6 (lub odwrotnie).

W takim przypadku liczba ujemnych
iloczynéw wynosi 90, co dowodzi, ze nie
mozemy uzyskac¢ wiecej niz 120 dodatnich
iloczynow.

Z drugiej strony, taka liczbe osiggniemy,
biorac na przyktad pietnascie liczb
réwnych 1, a sze$¢ réwnych —2.

Erné Rubik (ur. 13 lipca 1944

w Budapeszcie) — wegierski architekt

i rzezbiarz. Ciekawostka jest fakt, ze
wynalazca kostki po raz pierwszy uktadat
ja przez miesigc.
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Up, Down, Left, Right, Front i Back.

Karol GRYSZKA*, Adrian KOLCZ**

Kostka Rubika jest niezwykle popularna tamigtéwka, zagoscita takze na tamach
Delty (np. w artykule Kostka Rubika — wspomnienia z dawnych lat z A%,; tam
tez Autorzy pokazali metode jej ukladania). W tym artykule zajmiemy sie
jednym z matematycznych sposobéw opisu kostki oraz jego konsekwencjami.
W kostce Rubika dokonuje sie mieszania jej elementow, dlatego naturalnym
narzedziem do jej opisu sa permutacje. Przypomnijmy — permutacja zbioru
n-elementowego to dowolny n-wyrazowy cigg utworzony ze wszystkich elementéw
tego zbioru. Inaczej, jest to bijekcja o pewnego skonczonego zbioru S w siebie.
Jesli permutujemy litery A, B, C, D, postacig macierzowa permutacji o jest
A B C D K A B C D
(U(A) o(B) o(C) J(D)) » na przyklad (B A D c)'

Specjalnym rodzajem permutacji sa cykle, czyli takie permutacje, w ktorych
pewne elementy nie ruszaja sie, pozostale zas wymieniaja sie miedzy soba. . .c6z,
cyklicznie (na marginesie podajemy formalna definicje cyklu). Podana wczesniej
permutacja nie jest cyklem, ale

A B C D
A C D B

nim jest i zapisywana jest krétko jako (B C' D). W tym zapisie kazda kolejna
litera przechodzi na nastepna, to jest o(B) = C, o(C) = D oraz o(D) = B. Wéréd
permutacji wyrézniamy jeszcze tak zwana permutacje identycznos$ciowsg I,
czyli taka permutacje, ze I(a) = a dla kazdego a € S.

Kazda permutacja posiada swoéj rzad, ktéry jest definiowany jako minimalna

liczba powtdrzen tej permutacji prowadzaca do permutacji identycznosciowe;j.

Na przyklad cykl (A B C) ma rzad réwny 3, gdyz
(ABC)o(ABC)o(ABC)=1.

Symbolem o oznaczamy skladanie permutacji (permutacje to funkcje, a te

potrafimy skladaé). Z definicji cyklu wynika, ze jego rzad jest réwny liczbie jego

elementéw. Fakt ten bedziemy wykorzystywaé wielokrotnie w obliczeniach.

Kazda permutacje mozna roztozyé na iloczyn cykli roztacznych (czyli takich,
ktére nie zawieraja wspélnych elementéw). Na przyklad

A B C D E F G H I J
B I A F D FE C J G H

Znajac rozktad permutacji na cykle roztaczne, jesteSmy w stanie znacznie
tatwiej obliczy¢ jej rzad. Wystarczy w tym celu obliczy¢ najmniejsza wspdlna
wielokrotnosé rzedéw z rozkladu. Cykle z powyzszego rozkladu sg odpowiednio
rzedu 5, 3 i 2, stad cala permutacja jest rzedu NWW(5, 3,2) = 30.

):(ABIGC’)o(DFE)o(HJ).

Kostka Rubika. W tej czeéci artykulu zostawimy na chwile watek permutacji
i opowiemy o kostce Rubika. Zmiana ta jest uzasadniona, gdyz naszym dalszym
celem bedzie zapisanie ruchéw na kostce w jezyku specjalnych permutacji.

Kostka Rubika zostala wynaleziona przez Erné Rubika w 1974 roku, do Polski
trafita w 1982 roku. Jest to tamigléwka w ksztalcie szeScianu 3 x 3 x 3, w ktorej
zadaniem jest takie utozenie mniejszych kosteczek, aby uktad tworzyt 6 $cian
jednolitego koloru (w standardowym ukladzie barw: bialy, zélty, zielony,
niebieski, czerwony i pomaranczowy). Dwukolorowe kosteczki nazywaé¢ bedziemy
krawedziami, a tréjkolorowe kosteczki — rogami. Nieruchome wzgledem siebie
jednokolorowe elementy nazywamy Srodkami.

Wprowadzimy teraz pewne oznaczenia. Zaczniemy od przypisania $cianom liter
jak na rysunku na marginesie: U, D, L, R, F, B. Oznaczenia te sa zgodne

z pierwszymi literami angielskich nazw Scian. Dana litera bedzie réwniez
oznaczaé obrét odpowiadajaca jej Sciang o 90° zgodnie z ruchem wskazéwek
zegara (a wiec F oznacza ruch przednia $ciana o kat prosty w prawo). Ponadto
wprowadzamy dodatkowe oznaczenia. Jezeli obok litery ustawimy znak ’, obroét
wykonujemy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara (na przyklad R’
oznacza obrét prawej Sciany o 90° w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek
zegara). Zwyczajowo obrét danej Sciany o 180° oznacza sie przez dodanie dwdéjki
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Opis pdl naroznych moglibysmy
ujednoznacznié¢ np. poprzez ustalenie, ze
kolejne litery czytamy zgodnie z ruchem

gl

7377

wskazéwek zegara wokél naroznika

(a wigc mamy pole FUR, ale réwniez pola

FLU, FDL i FRD — cztery pola na
przedniej $cianie).

Zatézmy, ze ruch ¥ ma rzad N. Wtedy

zaczynajac od ulozonej kostki

i powtarzajac na niej ruch ¥, dojdziemy
do ulozonej kostki dopiero po N ruchach.
Jedli nie wyczerpaliSmy w ten sposéb
wszystkich ustawien, mozemy rozwazyd¢

takie, ktérego jeszcze nie
zaobserwowali$émy, i to na nim

wykonywaé ruch ¥ — dostaniemy

kolejnych N ustawien, réznych od

poprzednich. Kontynuujemy te procedure,
dopdki nie wygenerujemy w ten sposéb
wszystkich ustawien — za kazdym razem
powiekszamy grono zaobserwowanych o N
nowych, w zwiagzku z czym N musi by¢
dzielnikiem liczby wszystkich ustawien.

Grupa nazywamy zbiér G, w ktérym
okreélone dwuargumentowe dziatanie

*: G X G — G jest laczne, posiada

element neutralny e i kazdy element x

posiada taki element Z (nazywany

odwrotnym), ze z * T = T * x = e. Wiecej
o grupach mozna przeczytaé w artykule

Joachima Jelisiejewa z |ATq.

po jej nazwie (np. R2). Dla uproszczenia zapisu bedziemy stosowaé notacje

potegowa na powtarzajace si¢ ruchy lub cale sekwencje, na przyktad sekwencja
RU powtérzona 6 razy moze zostaé zapisana jako (RU)S. Zaznaczmy ponadto,
ze sekwencje wykonujemy w kolejnoéci, w jakiej je czytamy — od lewej do prawe;j.

Permutacje i kostka Rubika. Na potrzeby dalszej czesci tekstu przyda nam
sie nazwa¢ konkretne pola wystepujace na $cianach kostki Rubika (kazda ma ich
dziewie¢). Nazwy beda jedno-, dwu- lub trzyliterowe, przy czym pierwsza litera
bedzie nazwa $ciany, na ktorej dane pole si¢ znajduje. Kolejne litery to nazwy
wszystkich $cian, z ktérymi dane pole sasiaduje (o ile nie mamy do czynienia

z polem centralnym). Przyjmijmy ponadto, Zze pola narozne maja dwie rézne,
pelnoprawne nazwy (np. FUR i FRU). Dla odréznienia od nazw ruchéw i ich
uktadéw, nazwy pol nie beda wykorzystywaly pogrubionej czcionki.

Kazdy z opisanych wczesniej ruchow odpowiada pewnej permutacji pol.
Przedstawienie tej permutacji jako zlozenia roztacznych cykli nazwiemy
postacia rozszerzong danego ruchu. Pomimo takiej nazwy pozwolimy sobie
na pewien skrot. Zauwazmy, ze jesli pole XY przechodzi na pole PQ, to pole YX
musi przejé¢ na pole QP. Podobnie, jedli XYZ przechodzi na PQR, to YZX

i ZXY przechodza na QRP i RPQ. Zatem cykle pél o dwuliterowych nazwach
moglibySmy polaczyé w pary, a cykle pdl o tréjliterowych nazwach — w trojki.
Dla zwigkszenia czytelnosci bedziemy wybiera¢ z nich po jednym reprezentancie.
Dla przyktadu rozwazmy R. Obrét ten w postaci rozszerzonej prezentuje sie

nastepuIReo: (FRU URB BRD DRF) (FR UR BR DR).

W powyzszym zapisie celowo pomineglismy zatem cykl (RF, RU, RB, RD) oraz
(RUF, RBU, RDB, RFD) i (UFR, BUR, DBR, FDR). Z postaci rozszerzonej
natychmiast wynika, ze jest to permutacja rzedu NWW (4,4) = 4, co nas

nie zaskakuje — czterokrotne wykonanie R faktycznie powoduje powr6t do
konfiguracji wyjsciowej.

Zobaczmy to na jeszcze innym przykladzie — sekwencji RU. Postaé rozszerzona
tych dwbch obrotéw prezentuje sie nastepujaco:
(FR UF UL UB UR BR DR) (FUR URF RFU)

(FUL LUB BUR DBR FDR ULF UBL URB BRD DRF LFU BLU RBU RDB DFB).
Zgodnie z wiadomo$ciami z pierwszej czesci, rzad takiej permutacji jest réwny
NWW(7,3,15) = 105. Cierpliwy Czytelnik posiadajacy kostke Rubika moze
sprawdzi¢ na ulozonej kostce, ze wykonanie sekwencji RU 105 razy przywraca ja
do pozycji pierwotne;j.

Bazujac na powyzszych przyktadach, mozemy zadaé pytanie o istnienie
konkretnego rzedu permutacji wystepujacego na kostce. Mozna uzasadnié, ze
potencjalne rzedy muszg by¢ dzielnikami liczby wszystkich mozliwych ukladéw
(skrétowe wytlumaczenie na marginesie obok). Wyznaczenie tej liczby nie jest
zupelnie trywialne, nie jest tez jednak ekstremalnie trudne. Okazuje sie, ze
wszystkich mozliwych ustawien kostki jest

43 252 003 274 489 856 000 = 227 - 3% .53 .72. 11,
czyli ponad 43 tryliony mozliwoéci. Chociaz kazdy potencjalny rzad musi by¢
dzielnikiem powyzszej liczby, zaleznos¢ odwrotna nie jest prawdziwa — nie kazdy
dzielnik jest rzedem pewnego elementu. Okazuje si¢ jednak, ze dzielniki pierwsze
maja te wlasnosé, co jest treécia wywodzacego sie z teorii grup twierdzenia
Cauchy’ego, ktére w pelnym brzmieniu przytaczamy ponizej:
Twierdzenie Cauchy’ego. Jezeli G jest skoriczong grupg z dzialaniem % i p jest
liczbg pierwszq bedgcq dzielnikiem rzedu grupy G, to w G istnieje element rzedu p.
Oznacza to, ze istnieje x € G taki, e P :=gx*---xx =€ oraz z* # e dla k < p.

P

Ruchy wykonywane na kostce Rubika tworzg grupe, zatem zasadne jest
korzystanie z powyzszego twierdzenia, ktére prowadzi nas do nastepujacego
wniosku:

‘Wniosek. Na kostce Rubika istnieja permutacje rzedu 2,3,5,7,11.
Wskazemy teraz przyklady takich permutacji, oczywiscie sg one jednymi z wielu

mozliwych wystepujacych na kostce.

2


https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/algebra/2019/03/28/Grupa/

Permutacja rzedu 2 jest na przyklad obrét dowolnej
$ciany o 180°. Poniewaz rzad RU jest réwny 105,
rzedy permutacji (RU)?, (RU)?!, (RU)™ sa
odpowiednio réwne 3, 5, 7. Permutacja rzedu 7 jest
réowniez permutacja RU'F/'U. Permutacja RL'F'U jest
rzedu 33, zatem permutacja (RL/F'U)3 jest rzedu 11,
a permutacja (RL/F'U)! jest rzedu 3.

Znana jest pelna lista mozliwych rzedéw sekwencji

na kostce Rubika. W kolejnosci od najrzadszych do
najpopularniejszych (w sensie liczby permutacji o danym
rzedzie) sa to: 1, 11, 2, 3, 5, 7, 22, 4, 55, 110, 80, 15, 33,
14, 21, 1260, 9, 10, 35, 280, 28, 315, 44, 99, 720, 112, 6,
16, 495, 990, 77, 154, 45, 20, 165, 330, 140, 105, 504, 840,
336, 63, 8, 70, 231, 462, 630, 66; 240, 126, 18, 360, 132,
56, 252, 144, 42, 198, 48, 420, 168, 40, 210, 72, 84, 90,
120 30, 12, 180, 36, 24, 60.

Przygladajac sie powyzszemu ciagowi liczb, mozemy
dostrzec, ze najwiekszym rzedem permutacji jest 1260.

Jedna z wielu permutacji o takim rzedzie jest
(R F2 B’ U B'). Permutacja w postaci rozszerzonej
prezentuje si¢ nastepujaco:
(FU FD LU BR DR FL FR) (RU LB UR BL) (UB DB)
(FRU DLB BRD RBU LUB UFR BDL DBR URB BLU
RUF LBD RDB BUR UBL)
(LFU RFD LDF FUL FDR DFL ULF DRF FLD).

Rzedy cykli sa odpowiednio rowne: 7, 4, 2, 15, 9,

zatem rzad permutacji jest faktycznie réwny
NWW(7,4,2,15,9) = 1260. Nie jest to oczywiscie
jedyna permutacja o takim rzedzie — jest ich w ogdélnosci
doktadnie 51 490 480 088 678 400 (z drugiej strony jest
to permutacja o takim rzedzie wymagajaca najmniejszej
liczby ruchéw w sekwencji). Innym przykladem

jest (U F U’ D2 U2 R’); zach¢ecamy Czytelnika

do sprawdzenia tego faktu (oczywiscie w sposéb
teoretyczny, a nie empiryczny!).

Powyzsze rozwazania pokazuja, ze odpowiedni

opis matematyczny pozwala czasem na wysnucie
wnioskow, ktére trudno jest uzyskaé na drodze czysto
do$wiadczalnej. O ile wyznaczenie rzedu przez postaé
rozszerzong okazalo sie bardzo proste, to wykonanie
algorytmu 1260 razy moze by¢ bardzo uciazliwe, a jeden
btad moze catkowicie zniweczy¢ ,,reczne” sprawdzenie
rzedu. Zauwazmy jednoczednie, ze z artykulu wiemy
réwniez, ze dowolna sekwencja ruchéw powtarzana
dostatecznie wiele razy w koncu przywréci kostke

do pozycji utozonej, choéby nie wiadomo jak bardzo
Ltrudna” byla to sekwencja.

Mamy nadziejg, ze po przeczytaniu tego artykutu kostka
Rubika skrywa nieco mniej tajemnic, niemniej jest to

w dalszym ciagu bardzo obszerny temat, do ktérego
zglebiania mocno zachecamy.

Przygotowal Dominik BUREK

m Zadania

M 1738. Danych jest 21 niezerowych liczb. Dla kazdej pary liczb obliczano
ich sume oraz iloczyn. Okazalo sie, ze polowa wszystkich sum jest dodatnia,

a polowa ujemna. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba dodatnich iloczynow?

Rozwigzanie na str. [I]

M 1739. Cieciwy AB i C'D okregu €2 przecinaja si¢ w punkcie E tak, ze

AD = AE = EB. Niech F bedzie punktem na odcinku CE takim, ze ED = CF.
Dwusieczna kata AFC przecina tuk DAC okregu € w punkcie P. Udowodnié, ze
punkty A, E, F'i P leza na jednym okregu.

Rozwiazanie na str. 6

M 1740. Dana jest liczba calkowita dodatnia n, ktéra jest rowna sumie k£ > 3
swoich dzielnikéw (parami réznych). Niech p bedzie najmniejszym dzielnikiem
pierwszym liczby n. Uzasadnié, ze

Rozwiazanie na str. 19

1 1 1
-t — . +———21
p p+1 p+k—1

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

Uap =07

Rozwiazanie na str. 11

F 1067. Jaki warunek musza spelnia¢ pojemnosci C1, Co, C3 i Cy w obwodzie
przedstawionym na rysunku, zeby napiecie miedzy punktami A i B wynosito

F 1068. Dtugi, cienki, poziomy przewdd jest réwnomiernie natadowany
=l tadunkiem A na jednostke dtugosci. Przewdd znajduje sie na wysokosci h

nad powierzchnig ziemi. Ile wynosi powierzchniowa gestos¢ tadunku, o, na
powierzchni ziemi w odleglosci x od prostej otrzymanej jako pionowy rzut
przewodu na powierzchnie ziemi?

Wskazéwka: powierzchni¢ ziemi nalezy traktowac jak powierzchnie przewodnika.

Rozwigzanie na str. 12
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