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Przypominamy réwnania Einsteina
oméwione w poprzedniej czedci:

1 8w
Ry — g R+Agu, = Ty -
2 ct
geometria materia

Czgé¢ geometria stanowi matematyczny
opis mierzenia odleglosci, uptywu czasu

i zakrzywienia czasoprzestrzeni. Po
prawej stronie mamy cze$¢ podpisang
materia, czyli matematyczny opis
rozkltadu materii i energii

w czasoprzestrzeni razem

z oddzialywaniami innymi niz
grawitacyjne. Znaczeniem niepodpisanego
czlonu, w ktérym wystepuje stala A
zwana stalq kosmologiczngq, zajmiemy si¢
w tym artykule.

O ciemnej materii pisaliSmy w Delcie
wielokrotnie. Polecamy miedzy innymi
artykuly Klaudii Kowalczyk (A‘fg)
Macieja Bilickiego (A}é) i Wojciecha
Hellwinga (AZ9 i Aéfg).

Modele Wszech§wiata dla poczatkujacych

Czes$¢ 3: Mrowki w punkcie przegiecia

Szymon CHARZYNSKI*

W poprzednim numerze omoéwiliSmy liste zalozen, jakie przyjmuje sie przy
konstruowaniu modeli Wszechswiata. W wielkim skrécie mozna je podsumowaé
stwierdzeniem, ze cala geometrie czasoprzestrzeni opisuje si¢ tylko jedna funkcja
czasu, oznaczana a(t), czyli tzw. funkcjq skali, spelniajaca réwnanie Friedmana:

at)\  8nG 2
(1) (a(t)) = Tﬂ(t) + 31\»
ktére otrzymuje si¢ z réwnan Einsteina w wyniku odpowiedniego podstawienia.
Zajmiemy sie teraz analiza parametréw wystepujacych w tym réwnaniu,
a nastepnie wlasno$ciami rozwiazan dla réznych kombinacji wartosci tych
parametréw.

Parametry modeli kosmologicznych. Czas, ktory jest ,teraz”, tradycyjnie
oznacza sie przez to i przyjmuje sie, ze a(tg) = 1. Aktualng warto$é parametru
Hubble’a oznacza si¢ przez Hy, czyli Hy = H(to). Mozemy tez oznaczy¢ aktualng
warto$é Sredniej gestosci materii we Wszechswiecie przez pg = p(to). Wstawiajac
do réwnania t = tg, otrzymujemy réwnanie wiazace wystepujace w nim
parametry: 8 2

2 HZ = — —A.
(2) 0 3PO+3

Gdyby A = 0, to powyzsze réwnanie wyrazaloby $cisty zwiazek pomiedzy
aktualnymi warto$ciami parametru Hubble’a i Sredniej gestosci materii. Istnienie
takiego jednoznacznego zwiazku jest konsekwencja przyjetego przez nas
zalozenia, ze krzywizna przestrzeni jest réwna zero (dlatego nie ma w tym
réwnaniu cztonu zwiazanego z krzywizna). Tradycyjnie warto$é gestosci, ktéra
spelnia to réwnanie dla A = 0, nazywa si¢ gestoscig krytygznq i oznacza p.. Jak
latwo obliczyé¢ (wstawiajac A =0 do réwnania ), Pe = %. Dzielac réwnanie H
przez HZ i wykorzystujac wprowadzone oznaczenie p., otrzymujemy:

1 Po 2\
"~ pe 3HZ
Mamy dwie bezwymiarowe stale sumujace sie do 1. Standardowo oznacza sie je
Qm = 20 oraz Qp = 302 Pierwsza z nich opisuje materie. Nie robilidémy tutaj
Pe 0

rozréznienia miedzy materia barionowa (taka, z ktérej jesteSmy zbudowani)

i tzw. ciemnqg materiq, czyli nasza stala €, uwzglednia oba rodzaje materii.
Czasami rozdziela sie wktad od obu tych rodzajow materii i zamiast jednego
parametru 2, wystepuja dwa parametry: €, (materia barionowa) i Q. (ciemna
materia). Jezeli model uwzglednia promieniowanie (i jego ci$nienie), to pojawia
sie takze parametr €),.. Uwzglednienie promieniowania jest istotne wtedy, kiedy
chcemy opisywaé¢ wczesny, goracy Wszechswiat. Gdybysmy dopuszczali niezerowa
krzywizne, to wystepowalby parametr za nig odpowiedzialny — Q. Mozemy
wiec mie¢ wiecej sumujacych sie do 1 parametréow odpowiadajacych za rézne
»skladniki” Wszechdwiata. My zostaniemy przy prostym przypadku z dwoma
parametrami: €2, + Qx = 1, ktéry z jednej strony stosunkowo latwo jest rozwiazad,
a z drugiej dobrze opisuje ewolucje Wszechswiata od czaséw, kiedy jego wiek
wynosit okoto kilka milionéw lat, do teraz.

Zmiana gestosci w czasie. PrzyjeliSmy, ze aktualna wedtug réwnania p(t) = po/a(t)®. Zgodnie z nasza
(w chwili o) wartoéé gestosci to p(tg) = po. Zeby intuicja, gdy Wszech$wiat puchnie, to jego gestosé
obliczy¢, jak zmienia sie gesto$¢ w czasie, zauwazmy, maleje — i dokladnie taka zaleznos¢ gestosci od czasu
ze objeto$é zmienia si¢ proporcjonalnie do a(t)3, bo dostajemy dla pylu (czyli materii, ktéra oddzialuje
funkcja a(t) méwi nam, jak skaluja sie wszystkie tylko grawitacyjnie). Réwnanie (1) przyjmuje zatem
dlugosci. Poniewaz gesto$é¢ to masa podzielona przez postac:

obi]e;t(?s?:/, wiec Jezeh chc}err'ly, aby masa zngfmrta ; alt) 2 _87G o 2 A

w jakiejs$ czesci Wszech§wiata sie nie zmieniata wraz (3) (a(t)) = POE + 3

7 jego rozszerzaniem, to gesto$¢ musi sie zmieniac
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Wygodnie jest je zapisa¢ przy uzyciu wprowadzonych
wczesniej parametréw:

o (] (5e)

Powyzsze rownanie mozna réwniez zapisaé, uzywajac
definicji parametru Hubble’a: H(t) = a(t)/a(t). W takiej
postaci mozna je znalezé w wielu zrodlach:

HHOYV  Qn
(5) ( I{((f)) = a(t)3 + Q4.

Pamietajac, ze Q,, + Q2 = 1, rozwazmy najpierw
szczegblne przypadki, kiedy jeden z parametréw jest
réwny 1, a drugi 0, a na koniec przypadek ogdlny:

Qu # 0, Qp £ 0.

1) Wszech$wiat zdominowany przez materie,
czyli Q,, =1, Qp = 0. W tym przypadku rownanie
sprowadza si¢ do postaci:

Hy

a(t) = =

Jego rozwiazaniem (spelniajacym warunek a(tg) = 1) jest

a(t) = (ZHo(t —to) + 1)2/3,

co mozna latwo sprawdzié. Funkcja skali a(t) jest
rosnaca, a(t) > 0, czyli opisuje rozszerzajacy sie
Wszech$wiat. Zauwazmy jednak, ze funkcja ta rosnie
coraz wolniej — nachylenie stycznej do jej wykresu
maleje, d@(t) < 0. Oznacza to, ze ekspansja tego
Wszechéwiata zwalnia. Latwo tez sprawdzi¢, ze

parametr Hubble’a H (t) = % dazy do zera przy t — oo.

Jest to model bardzo podobny do Wszechswiata mrowki
Karoliny (opisanego w Al,, w pierwszej czeéci tego
artykulu). Model ten opisywalby nasz Wszech$wiat,

gdyby A = 0, a gestosé bylaby réwna gestosci krytycznej.

2) Wszech$wiat zdominowany przez stalg
kosmologiczna, czyli (), =0, Q) = 1. Tym razem
réwnanie ewolucji (4)) sprowadza sie do
a(t) = Hpal(t).

Rozwiazanie, czyli funkcja

a(t) = eflo(t=to)
jest dokladnie takie samo, jak opisany w Al,
Wszechéwiat mréwki Ksymeny, ktory nie tylko
sie rozszerza (a(t) > 0), ale takze przyspiesza
w nim ekspansja (a(t) > 0) — odleglodci pomiedzy
galaktykami rosna coraz szybciej, a parametr Hubble’a
H(t) = a(t)/a(t) = Hy nie zalezy od czasu.

3) Przypadek ogdélny: 2, # 0, Qp # 0. W tym
przypadku rozwiazaniem rownania jest funkcja:

Q,, \2/? 3H/Q 2/3
a(t) = = sinh | 220V"A (t—to)+ A ,
Qa 2
gdzie stala A wyliczamy tak, aby a(tg) = 1, co daje

A=In (, / 3—7‘; + ,/g—i + 1). Wyglada to moze troche

skomplikowanie, ale po pierwsze nalezy doceni¢ fakt,
ze w ogole mamy analityczne rozwiazanie réwnania
rézniczkowego, ktore nie jest tatwe do rozwiazania.
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Po drugie w rozwigzaniu wystepujg kombinacje
statych, ktére troche zaciemniaja obraz. To, co jest
najwazniejsze, to: jaka jest zaleznosé¢ czynnika skali a
od czasu. Kiedy przymkniemy oko na wszystkie state,
to widzimy, ze czynnik skali jest opisywany funkcja
a(t) ~ (sinh(t))*/3.

Poréwnanie trzech typow rozwigzan. Jezeli
we wszystkich trzech przypadkach pominiemy na
chwile wystepujace w nich stale i skupimy sie tylko
na tym, jakiego typu zaleznosci od czasu wystepuja
w rozwiazaniach, to otrzymamy nastepujaca liste:

1. a(t) ~t2/3,
2. a(t) ~ e,
3. a(t) ~ (sinh(t))¥>.

Wrzory funkcji, ktére wezedniej wypisalismy

w poszczegolnych przypadkach, powstaja z tych
wymienionych powyzej poprzez pomnozenie argumentu
funkcji przez stala, przesuniecie o stala i przemnozenie
wartosci funkcji przez jakas stata. Mozna zauwazyé, ze
funkcja typu 3 jest w pewnym sensie czyms$ posrednim
pomiedzy typem 1 i 2. Ot6z funkcja sinus hiperboliczny
to po prostu kombinacja funkcji wykltadniczych:

sinh(t) = 1 (e’ — e~*). Mozna pokazaé, ze dla matych
argumentéw ¢ (podobnie jak zwykla funkcja sinus)
sinus hiperboliczny jest dobrze przyblizany przez
argument t (czyli sinh(¢) ~ t dla ¢t < 1). Natomiast dla
duzych t dominuje czton z dodatnim wyktadnikiem
(ten z ujemnym wykladnikiem bardzo szybko dazy

do 0), czyli sinh(t) ~ 1ef, dla t > 1. Widzimy zatem, ze
rzeczywiscie rozwigzanie typu 3 jest czym$ poérednim:
dla malych ¢ zachowuje sie jak rozwiazanie typu 1, a dla
duzych t jak rozwiazanie typu 2.

Przyspieszenie ekspansji i znaczenie stalej
kosmologicznej. Przypadek 1 nazwali$my
Wszechswiatem zdominowanym przez materie, bo
przyjelismy A = 0, wiec ewolucja Wszechswiata zalezala
tylko od gestosci materii. Widzimy, ze gdyby A = 0,

to rozszerzanie byloby coraz wolniejsze, a parametr
Hubble’a dazylby do zera. Wszech$wiat, w ktorym A # 0,
na poczatku (dla malych t) zachowuje sie wlasnie tak,
czyli ekspansja w nim zwalnia. Dzieje si¢ tak jednak

do pewnego czasu. Jak wida¢ na rysunku 1, funkcja
a(t) ~ (sinh(t))z/3 ma punkt przegiecia, w ktérym

jej druga pochodna @(t) zmienia znak. Ekspansja
przestaje zwalniaé (co jest opisywane przez a(t) < 0)

i zaczyna przyspieszaé¢ (czyli d(t) > 0), czyli dla duzych ¢
zarzadzanie ewolucja Wszech$wiata przejmuje A,
dlatego rozwiazanie typu 2 nazwaliSmy zdominowanym
przez stalg kosmologiczng.

Te zmiane na stanowisku ,,zarzadzajacego ewolucja”
mozna tez dostrzec, przygladajac si¢ réwnaniu
Friedmana w postaci lub . Po jego prawej stronie
mamy sume dwoch sktadnikéw. Ten pochodzacy od
statej kosmologicznej €25 jest staly. Natomiast ten
pochodzacy od gestoéci materii zalezy od czynnika skali
— jest proporcjonalny do 1/a(t)3. Jest to oczywiscie
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konsekwencja zaleznoéci, ze gdy Wszech$wiat si¢ materia. Kiedy natomiast Wszechswiat wchodzi w wiek

rozszerza, to gesto$¢ materii maleje (gdyby si¢ kurczyl, coraz bardziej zaawansowany, to gestos¢ maleje 1 jezeli
to gestosé by rosta). Kiedy Wszechswiat jest mlody poczekamy wystarczajaco diugo, to moze by¢ dowolnie
(dla malych t), gestosé jest duza i w réwnaniu po mata. Wtedy prawa strona réwnania rzadzi stata
prawej stronie mamy €2, /a(t)® > Qy, czyli dominuje kosmologiczna i mamy Q,,/a(t)? < Qx.

a(t)

1(t)

at)

Rys. 1. Trzy pierwsze wykresy
przedstawiajg zaleznos¢ od czasu
czynnika skali a(t) ~ (sinh(t))2/3, jego
pochodnej (czyli predkosci ekspansji)

i jego drugiej pochodnej (czyli
przyspieszenia ekspansji). to to chwila
obecna, a t, to chwila, w ktérej
przyspieszenie zmienito znak z ujemnego
na dodatni (ekspansja przestala zwalniaé
i zaczela przyspieszac), co widaé na
trzecim wykresie. W chwili ¢, predkos$é
ekspansji osiggnela minimum (drugi
wykres), a wykres funkcji a(t) ma w t,
punkt przegiecia.

Warto przy okazji podkreslié, ze
przyspieszanie ekspansji nie oznacza, ze
parametr Hubble’a rosnie. Nawet

W naszym przyspieszajacym
‘Wszechsdwiecie parametr Hubble’a

H(t) = a(t)/a(t) maleje, co widaé¢ na
czwartym wykresie. Nie dazy jednak do 0,
jak we Wszech$wiecie zdominowanym
przez materie, ale dazy do pewnej
niezerowej staltej. Czyli dla duzych czaséw
ewolucja coraz bardziej przypomina
zachowanie Wszechswiata zdominowanego
przez stalyg kosmologiczng.

Parametry naszego Wszechswiata. Powszechnie uzywany obecnie model
kosmologiczny, zwany A-CDM, w odniesieniu do opisu tej czeSci ewolucji

(od chwili, kiedy Wszechswiat mial kilka milionéw lat, do teraz) jest wlasnie
taki, jak tu opisaliémy. A odnosi sie do stalej kosmologicznej, a CDM (Cold
Dark Matter — zimna ciemna materia) oznacza, ze ciemna materia zachowuje
sie wlasnie tak, jak wczedniej zalozylidmy. Bardziej skomplikowany w tym
modelu jest oczywiscie opis wezesnych etapéw ewolucji, czyli pierwszych kilku
milionéw lat. Z dopasowania do danych obserwacyjnych otrzymujemy wartosci
parametrow Qy ~ 0,7 oraz Q,, =~ 0,3. Warto przypomnieé, ze parametr 2,
charakteryzuje lacznie materie barionowa oraz ciemna materie, ktorej jest
okolo 7 razy wiecej niz barionowej. Widaé, ze zyjemy w okresie przejSciowym,
kiedy to dominacje w zarzadzaniu ewolucja przejmuje stata kosmologiczna.
Punkt przegiecia na wykresie funkeji a(t) nastapit okolo 6,2 miliarda lat temu.
Jednocze$nie wiek Wszechswiata szacuje si¢ na okoto 13,8 miliarda lat, co
oznacza, ze tempo ekspansji malalo przez wiecej niz polowe czasu istnienia
Wszech$wiata, a potem zaczelo powoli przyspiesza¢. Wykresy ilustrujace
zachowanie sie naszego modelu dla wartoéci parametréw Qp = 0,7 oraz €, ~ 0,3
przedstawione sg na rysunku 1.

Wartosci parametréw Qp i €, sa oczywiscie wyznaczane z pozycji bardzo
antropocentrycznej — ich definicja zawiera odniesienie do gestosci krytycznej
mierzonej teraz, kiedy my, ludzie z planety Ziemia, ja wyznaczamy (rys. 2).
Cywilizacja, ktéra istniala byé¢ moze w przeszlodci, kiedy czynnik skali a(t)

byl dwa razy mniejszy (rys. 3), wyznaczylaby wtedy gestos¢ krytyczna 8 razy
wiekszg niz my teraz, a wiec parametry wyznaczone przez nia mialtyby wartosci
Qp =~ 0,1 oraz Q,, ~ 0,9 (co mozna tatwo przeliczy¢). Z kolei cywilizacja, ktéra
ewentualnie istniala, kiedy czynnik skali byl 3 razy mniejszy (gesto$é 27 razy
wieksza), wyznaczylaby Qa = 0,025 oraz 2, ~ 0,975 (rys. 4). Obserwacje
wykonane przez obie te cywilizacje wypadaja przed osiagnieciem punktu
przegiecia przez czynnik skali a(t). Czy astrofizycy tamtych cywilizacji wpadliby
na pomyst, zeby dodawaé¢ do rownan Einsteina stala kosmologiczna? Czy byliby
w stanie odréznié¢ t2/3 od (sinh(t))z/g? Bardzo watpliwe.

Nasi astrofizycy wlasnie dlatego wprowadzili stata kosmologiczng do réwnan
Einsteina, zeby otrzymaé¢ model kosmologiczny pasujacy do obserwacji,
z ktorych wynika, ze ekspansja naszego Wszechswiata przyspiesza.

Ciemna energia? Jaka jest interpretacja fizyczna stalej kosmologicznej? Nie
jest latwo odpowiedzie¢ na to pytanie. Czesto uzywa sie w odniesieniu do niej
nazwy ciemna energia. Jednak juz spojrzenie na réwnanie Friedmana pozwala
zrozumiel, ze jest to cos bardzo dziwnego. O ile czlon zwiazany z gestoscia
materii (i tej barionowej, i ciemnej) zachowuje sie proporcjonalnie do 1/a(t)?,
czyli jak uczciwa gestosé, to czlon zwiazany ze stala kosmologiczng (jak sama
nazwa wskazuje) jest staly. Gdyby uznaé ja jako forme energii, to natrafiamy
na pewien problem interpretacyjny: objeto$¢ ro$nie, a gestosé tej energii sie

nie zmienia. Czy to oznacza, ze ilo$¢ tej energii w zadanym obszarze rosnie?
Probleméw interpretacyjnych jest wiecej i nie bedziemy ich tu wszystkich
wylicza¢. PokazaliSmy, ze dodanie stalej kosmologicznej do réwnan Einsteina
pozwala w prosty sposéb wygenerowaé¢ model kosmologiczny, w ktérym mamy
zmiane charakteru ekspansji — ze zwalniajacej na przyspieszajaca, co pozwala
dopasowaé model kosmologiczny do obserwacji. Jednak ten prosty zabieg
matematyczny prowadzi do jednego z najbardziej fundamentalnych pytan,
przed jakimi stoi dzis$ fizyka: czym jest ta stata kosmologiczna. Nazwanie jej
ciemnyg energig nie przybliza nas do odpowiedzi. Sprawy, niestety, nie ulatwia
fakt, ze nie jesteSmy w stanie zmierzy¢ wartosci stalej kosmologicznej w zadnym
do$wiadczeniu laboratoryjnym, tak jak mierzymy wszystkie inne fundamentalne
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Ciemna
energia

Materia
barionowa

Ciemna
materia

Rys. 2. Diagram ilustrujacy wktad
réznych sktadnikéw po prawej stronie
réwnania Friedmana , czesto
pojawiajacy sie¢ w publikacjach. Rysunek
przedstawia stan, ktéry obserwujemy
teraz, czyli kiedy Wszechs§wiat ma

okoto 13,8 miliarda lat. W naszych
rozwazaniach wktad od materii
barionowej i ciemnej materii opisujemy
lacznie jednym parametrem: Q,, = 0,3

Ciemna Clempa
materia a energla
Materia

barionowa

Rys. 3. Wktad réznych skladnikéw po
prawej stronie réwnania Friedmana
w chwili, kiedy Wszechswiat byt ,dwa
razy mniejszy”, czyli kiedy wartosé
parametru skali a(t) byla réwna % Wiek
Wszechswiata wynosil wtedy okolo 5,9
miliarda lat, a gesto$¢ krytyczna byla
wtedy 2% = 8 razy wigksza niz teraz

Ciemna
materia Ciemna
energia
— 3% |
Materia

barionowa

Rys. 4. Kiedy parametr skali a(t) byt
réwny %, Wszechswiat liczyt sobie

3,3 miliarda lat, a gestosé¢ krytyczna byla
33 = 27 razy mniejsza, wktad od ciemnej
energii wynosil Q, = 0,025

Co kryja w sobie tacznosciany?

*Unité de Formation et de Recherche
de Mathématiques, Université Paris-Cité

Wspomniang bijekcja moze byé funkcja
kawalkami liniowa, okreslona wzorem

2z gdy z € [0, ),
pl)=qz+3 egdyzel], ),
tr+ 5 gdyze€[3,1].

state. Jedynym zrédlem naszej wiedzy o wartosci A jest dopasowanie modelu
calego Wszech$wiata do obserwacji.

Wezesny Wszechswiat i inflacja. Jak juz podkreslaliSmy, nie podejmujemy
sie tutaj modelowania Wszechswiata od samego jego poczatku. Wszechéwiat
na wezesnych etapach ewolucji byt bardzo goracy i gesty. Do opisania tej

fazy jego ewolucji konieczne jest uwzglednienie wszystkich oddzialywan
pomiedzy skladnikami materii, nie tylko grawitacyjnych. Jest to wiec temat
na zupeinie inng opowies¢. Warto tutaj jednak zwréci¢ uwage na to, ze
obecnie najpowszechniej uznawany model mtodego Wszech$wiata zawiera
etap zwany kosmiczng inflacjg. Inflacja oznacza po prostu wykladnicza
ekspansje, doktadnie taka jak opisuje rozwiazanie typu 2, czyli rozszerzanie
jak we Wszech$wiecie mréwki Ksymeny. Model przewiduje, ze etap ten trwat
bardzo krétko, od okoto 10736 s do okoto 10732 s po Wielkim Wybuchu.

W tym czasie czynnik skali zwickszyl wartosé co najmniej 1026 razy. W takim
wykladniczo rozszerzajacym sie Wszechswiecie wystepuja efekty, ktére
analizowaliémy w pierwszej czedci artykutu w Al.: oddalajace si¢ od siebie
obiekty traca mozliwo$¢ komunikowania sie. Taki wlasnie efekt wystepuje

w modelu inflacyjnym — obszary, ktére mogly sie ze soba komunikowaé, traca
te mozliwos$é. Po zakonczeniu fazy inflacji tempo ekspansji zwalnia i wtedy
(jak opisywaliémy to we Wszech§wiecie mréwki Karoliny) objetos$é dostepna
obserwacjom wybranego obserwatora zaczyna sie powiekszaé i obszary, z ktérymi
mozliwo$¢ komunikacji zostata utracona, powoli te mozliwo$é odzyskuja.

Co nas czeka w przysztosci? Model z rézna od zera stala kosmologiczna
przewiduje, ze po etapie zwalniajacej ekspansji, w ktérym obszar dostepny
naszym obserwacjom rost, wchodzimy znowu w etap wykladniczego tempa
rozszerzania. Co za tym idzie, bedziemy traci¢ mozliwo$¢ komunikowania sig¢

z dalszymi obszarami Wszechswiata, a cze$¢ dostepna naszym obserwacjom
bedzie coraz bardziej pusta. Czy ten czarny scenariusz na pewno si¢ zisci?
Mozliwe, ze uratuja nas jakies nowe odkrycia. O tym, ze nie wszystko jeszcze
rozumiemy, §wiadcza chociazby rozbieznosci w pomiarach parametru Hubble’a
réznymi metodami, o czym pisal Krzysztof Turzynski w A%, i Als. Tymczasem
za miesiac w ostatniej czesci tego cyklu wrécimy do poczatku, czyli do tematu
rozchodzenia sie sygnalow w rozszerzajacym sie¢ Wszech$wiecie i tego, jak

z analizy tych sygnaléw ekstrahowaé informacje o odleglosciach w Kosmosie

i jak rozumieé odleglosci, ktore podaja nam astronomowie.

Robert SZAFARCZYK*

Na pewno kazdy z nas nie raz juz styszal, ze mnozenie jest {gczne (niektérzy
moéwia: asocjatywne), czyli czy pomnozymy (2 -3) - 4, czy tez 2 - (3 - 4), to

w wyniku i tak dostaniemy 24. Niestety matematyka robi si¢ coraz bardziej
skomplikowana, matematycy mnoza przez siebie coraz to dziwniejsze rzeczy i nie
kazde dziatanie moze pochwalié¢ si¢ byciem tacznym.

Na przyktad topolog mégltby w taki oto sposéb mnozy¢ odcinki jednostkowe:

a ] b a b

Zauwazmy, ze to dzialanie nie jest laczne. Mianowicie (ab)c # a(be), jak widaé na
rysunku.

a b c a b ¢

#

Sytuacja nie jest jednak beznadziejna, poniewaz oba wyniki sa do siebie bardzo
podobne. Wystarczy odpowiednio przeskalowa¢ kazdy z odcinkéw, by dostaé
bijekcje (ab)c — a(bc), zachowujaca porzadek wszystkich punktéw. Takie
przeksztalcenie nazywa sie asocjatorem. Dzialanie to nie jest wiec laczne, ale
posiada (odwracalng) regule pozwalajaca zamieni¢ wyrazenie (ab)c na a(be).

Zastandéwmy sie teraz, co sie dzieje, gdy mamy do czynienia nie z trzema, lecz
czterema argumentami naszego mnozenia. Wowczas istnieje dokladnie piec
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