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Zadania z matematyki nr 857, 858
Redaguje Marcin E. KUCZMA

857. Znalezé wszystkie pary dodatnich liczb calkowitych z,y, dla ktoérych liczby
2?2 — 4y oraz y? — 4z sy kwadratami liczb calkowitych.

858. W przestrzeni znajduje sie tréjkat réownoboczny ABC o boku diugosci 1
oraz odcinek DFE dhugoéci 1, majacy punkt wspdlny z tréjkatem ABC.
Udowodnié, ze pewien z punktéw A, B,C, D, E jest w odleglosci nie wigkszej
niz 1 od czterech pozostatych.

Zadanie 858 zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

Rozwigzania zadai z numeru 11/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:
849. Rozwigzaé¢ réwnanie 4% + 4Y 4+ 1 = z* w liczbach calkowitych dodatnich z,y, z.

850. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt M jest $rodkiem boku BC. Punkt P lezy na

odcinku AM. Proste BP i CP przecinaja boki AC i AB odpowiednio w punktach D i E. Te

same proste przecinaja okrag opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach X i Y, réznych
od B i C. Udowodnié, ze okregi opisane na tréjkatach AXD i AY E przecinaja si¢ w punkcie réznym
od A, lezacym na odcinku AM.

849. Niech tréjka (z,y, z) bedzie jednym z rozwiazan. Liczba z jest nieparzysta.
Przyjmijmy, ze < y. Z réwnania widaé, ze z* > 4Y; zatem 22 > 2Y + 1, skad
przez podniesienie do kwadratu i ponowne skorzystanie z rownania dostajemy
47 > 2.2V czyliy < 2x — 1.
Przepiszmy teraz réwnanie tak:
(1) 47 4 4Y = (22 - 1)(22 + 1).
Poniewaz x < y, lewa strona dzieli sie przez 22%. Po prawej stronie czynnik
2% 4 1 jest niepodzielny przez 4, wobec czego czynnik z? — 1 musi dzielié sie
przez 22271, Stad 22 — 1 > 222~1 i dalej:

(22 _ 1)(22 + 1) 2 22w—1(22w—1 + 2) — 4211—1 + 411,
co w polaczeniu z (1) pokazuje, ze y > 2z — 1.
Wezesniej wykazaliSmy, ze y < 2z — 1. Tak wiec y =22 — 1, czyliz = (y + 1) /2.
Wstawiamy to do réwnania (w wyjéciowe]j postaci):
(2) vt gy 11 =24
Lewa strona (2) to kwadrat liczby 2¢ + 1, ktéra wobec tego jest réwna z2.
Otrzymujemy 29 = 22 — 1 = (2 — 1)(z + 1). Kazdy z czynnikéw musi by¢ potega
dwdjki; réznia sie o 2, czyli wynosza 21 4. Stad z=3,y=3, 2 =(y+1)/2=2.

Odrzucajac zalozenie, ze x < y, stwierdzamy, ze rownanie ma dwa rozwigzania:

(z,y,2) =(2,3,3) oraz (3,2,3).

850. Poniewaz AFE - BM -CD =EB-MC-DA
(Ceva), zas BM = MC', wigc ma miejsce proporcja
AE : BE = AD : CD, z ktérej wynika, ze ED|BC.
Zatem punkt N, w ktéorym przecinaja sie proste
AM i ED, jest srodkiem odcinka ED. Dzieki tej
réwnoleglosci (oraz polozeniu punktéw A, B,C, X na
jednym okregu) mamy réwnosé

XADE = xACB = xAXD,
ktéra méwi, ze kat miedzy prosta ED i cieciwa AD
okregu AX D jest réwny katowi wpisanemu w ow
okrag. Stad wniosek, ze prosta ED jest styczna do
okregu AX D. Analogicznie, jest ona tez styczna do
okregu AY E.

Przyjmijmy, Zze prosta AM przecina okrag AX D
w punktach A i T, za$ okrag AY E w punktach A iU
(gdy jest styczna do ktérego$ z nich, przyjmujemy
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T = A badz U = A). Oba te okregi leza po tej samej
stronie prostej FD co punkt A, zatem punkty T i U
leza na pétprostej NA™. Odcinek N D jest styczny do
okregu AX D, wiec

(3) NA-NT = ND? NA-NU = NFE~
A skoro ND = NE, wynika stad, ze T i U to ten sam
punkt — ten, o ktéry chodzi w zadaniu. Pozostaje

uzasadnié, ze lezy on na odcinku AM; w tym celu
wystarczy pokazaé, ze NT < NA.

Gdyby byto inaczej (NT > N A), to wobec zwiazkéw (3)
mieliby$Smy tez ND > NA, NE > N A. Daloby to
nieréwnoéci XNAD > xNDA, xNAE > xNFEA;

po dodaniu stronami (i uwzglednieniu podobiefistwa
trojkatéw AED i ABC) otrzymaliby$my:

XCAB > «BCA + < ABC, wbrew zalozeniu, ze
tréjkat ABC' jest ostrokatny. To koniczy rozwigzanie.

podobnie



Klub 44 F Zadania z fizyki nr 754, 755

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
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754. Okladki kondensatora ptaskiego o pojemnosci C natadowano do

T potencjaléw ¢ i (—p) wzgledem ziemi. Kazda z okladek tworzy z ziemia

kondensator o pojemnosci C7. Znalez¢ stosunek natezen pola elektrycznego

miedzy okladkami kondensatora o pojemnosci C na poczatku i po uziemieniu

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2023

jednej z oktadek.

755. Zamkniete naczynie catkowicie wypelnione jest woda. Tuz nad dnem
naczynia znajduje sie pecherzyk powietrza. Jak zmieni si¢ ciSnienie na poziomie
dna, gdy pecherzyk wyptynie?

L
XB E—
Rozwigzania zadan z numeru 11/2022

Przypominamy tresé¢ zadan:

Rys. 1 746. Miedzy okladkami kondensatora plaskiego odleglymi o d, ktérych powierzchnia wynosi S,
porusza si¢ z predkoscig v plaskoréwnolegla, przewodzaca plyta o grubosci d/2. Wektor v jest
réwnolegly do oktadek kondensatora, rozmiary plyty sa duzo wigksze od rozmiaréw okladek.
Réwnolegle do powierzchni plyty i prostopadle do v dziala state pole magnetyczne o indukcji B
(rys. 1). Znalez¢ napiecie na kondensatorze o pojemnosci C' polaczonym z okladkami pierwszego

kondensatora jak na rysunku.

747. Przez nieruchoma, pozioma belke przerzucony jest sznurek (rys. 2). Aby utrzymad ciezar
o masie m = 6 kg zawieszony na koncu sznurka, trzeba ciagna¢ drugi koniec minimalna sita F; = 40 N

I

Rys. 2

(rys. 2). Jaka minimalng sila F» trzeba ciggnaé sznurek, aby ciezar zaczal sie podnosié?

746. Podczas ruchu plyty wewnatrz kondensatora na swobodne elektrony dziala
sita Lorentza —e@ x B skierowana w dot, sila —eE od tadunkéw na powierzchni

rownowaza, sie:

(1)

zatem

(2)

plyty skierowana w gére oraz sita —eEO skierowana w dél (rys. 3). Sily te

vB+ Ey—E =0.

FLadunki na potaczonych oktadkach maja taka sama warto$é bezwzgledna @,

Q =CU =¢9SE),

gdzie U jest szukanym napieciem. Napiecia miedzy oktadkami polaczonych

Rys. 3 kondensatoréw sa jednakowe:

(3)

U = EBd/2 — Eqd.

Rozwiazujac uklad réwnan (1) — (3), otrzymujemy

F F + AF

U= 601}BS/(C + QEOS/d)

747. Rozwazmy maly element Al sznurka na belce oparty na kacie A« (rys. 4).
Sasiednie odcinki liny dziataja na ten element sitami napiecia F'i F'+ AF.

Rys. 4

Roéznica wartosci tych sit spowodowana jest silg tarcia AT. Dla malego

elementu zwoju AF/F <« 1. Warto$¢ sily nacisku elementu sznurka na belke
AN = FAaq. Sila tarcia AT = pAN = pFAa, gdzie i jest wspétezynnikiem
tarcia. Uwzgledniajac, ze AF = AT, otrzymujemy réwnanie

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
742 (WT = 2,91), 743 (WT = 3,1) czyli
z numeru 9/2022
Stawomir Bué Mystkow — 1-44+4-2,81

dF/da = pF(a).

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja proporcjonalna do swojej pochodnej,

F(a) = F(0)exp(ua).

Pawel Perkowski  Ozaréw Maz. 4-36,59 Da ustalonego kata o zachodzi F'(«)/F(0) = const. W naszym przypadku, kiedy

Jan Zambrzycki Bialystok 3-36,35

Jacek Konieczny  Poznaii 33.42 chcemy podnies¢ ciezar, sila tarcia jest skierowana przeciwnie do sity Fj i juz nie
Marian Lupiezowiec Gliwice 2-33,14 pomaga, a przeszkadza: mg/F1 — F2/mg St@d

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez
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Fy = (mg)?/F;, = 90N.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie 1 w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czltonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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