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Rys. 2. Diagram ilustrujacy wktad
réznych sktadnikéw po prawej stronie
réwnania Friedmana (5), czesto
pojawiajacy sie¢ w publikacjach. Rysunek
przedstawia stan, ktéry obserwujemy
teraz, czyli kiedy Wszechs§wiat ma

okoto 13,8 miliarda lat. W naszych
rozwazaniach wktad od materii
barionowej i ciemnej materii opisujemy
lacznie jednym parametrem: Q,, = 0,3

Ciemna Clempa
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barionowa

Rys. 3. Wktad réznych skladnikéw po
prawej stronie réwnania Friedmana (5)
w chwili, kiedy Wszechswiat byt ,dwa
razy mniejszy”, czyli kiedy wartosé
parametru skali a(t) byla réwna % Wiek
Wszechswiata wynosil wtedy okolo 5,9
miliarda lat, a gesto$¢ krytyczna byla
wtedy 2% = 8 razy wigksza niz teraz

Ciemna
materia Ciemna
energia
— 3% |
Materia
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Rys. 4. Kiedy parametr skali a(t) byt
réwny %, Wszechswiat liczyt sobie

3,3 miliarda lat, a gestosé¢ krytyczna byla
33 = 27 razy mniejsza, wktad od ciemnej
energii wynosil Q, = 0,025

Co kryja w sobie tacznosciany?
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Wspomniang bijekcja moze byé funkcja
kawalkami liniowa, okreslona wzorem
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state. Jedynym zrédlem naszej wiedzy o wartosci A jest dopasowanie modelu
calego Wszech$wiata do obserwacji.

Wezesny Wszechswiat i inflacja. Jak juz podkreslaliSmy, nie podejmujemy
sie tutaj modelowania Wszechswiata od samego jego poczatku. Wszechéwiat
na wezesnych etapach ewolucji byt bardzo goracy i gesty. Do opisania tej

fazy jego ewolucji konieczne jest uwzglednienie wszystkich oddzialywan
pomiedzy skladnikami materii, nie tylko grawitacyjnych. Jest to wiec temat
na zupeinie inng opowies¢. Warto tutaj jednak zwréci¢ uwage na to, ze
obecnie najpowszechniej uznawany model mtodego Wszech$wiata zawiera
etap zwany kosmiczng inflacjg. Inflacja oznacza po prostu wykladnicza
ekspansje, doktadnie taka jak opisuje rozwiazanie typu 2, czyli rozszerzanie
jak we Wszech$wiecie mréwki Ksymeny. Model przewiduje, ze etap ten trwat
bardzo krétko, od okoto 10736 s do okoto 10732 s po Wielkim Wybuchu.

W tym czasie czynnik skali zwickszyl wartosé co najmniej 1026 razy. W takim
wykladniczo rozszerzajacym sie Wszechswiecie wystepuja efekty, ktére
analizowaliémy w pierwszej czedci artykutu w Al.: oddalajace si¢ od siebie
obiekty traca mozliwo$¢ komunikowania sie. Taki wlasnie efekt wystepuje

w modelu inflacyjnym — obszary, ktére mogly sie ze soba komunikowaé, traca
te mozliwos$é. Po zakonczeniu fazy inflacji tempo ekspansji zwalnia i wtedy
(jak opisywaliémy to we Wszech§wiecie mréwki Karoliny) objetos$é dostepna
obserwacjom wybranego obserwatora zaczyna sie powiekszaé i obszary, z ktérymi
mozliwo$¢ komunikacji zostata utracona, powoli te mozliwo$é odzyskuja.

Co nas czeka w przysztosci? Model z rézna od zera stala kosmologiczna
przewiduje, ze po etapie zwalniajacej ekspansji, w ktérym obszar dostepny
naszym obserwacjom rost, wchodzimy znowu w etap wykladniczego tempa
rozszerzania. Co za tym idzie, bedziemy traci¢ mozliwo$¢ komunikowania sig¢

z dalszymi obszarami Wszechswiata, a cze$¢ dostepna naszym obserwacjom
bedzie coraz bardziej pusta. Czy ten czarny scenariusz na pewno si¢ zisci?
Mozliwe, ze uratuja nas jakies nowe odkrycia. O tym, ze nie wszystko jeszcze
rozumiemy, §wiadcza chociazby rozbieznosci w pomiarach parametru Hubble’a
réznymi metodami, o czym pisal Krzysztof Turzynski w A%, i Als. Tymczasem
za miesiac w ostatniej czesci tego cyklu wrécimy do poczatku, czyli do tematu
rozchodzenia sie sygnalow w rozszerzajacym sie¢ Wszech$wiecie i tego, jak

z analizy tych sygnaléw ekstrahowaé informacje o odleglosciach w Kosmosie

i jak rozumieé odleglosci, ktore podaja nam astronomowie.

Robert SZAFARCZYK*

Na pewno kazdy z nas nie raz juz styszal, ze mnozenie jest {gczne (niektérzy
moéwia: asocjatywne), czyli czy pomnozymy (2 -3) - 4, czy tez 2 - (3 - 4), to

w wyniku i tak dostaniemy 24. Niestety matematyka robi si¢ coraz bardziej
skomplikowana, matematycy mnoza przez siebie coraz to dziwniejsze rzeczy i nie
kazde dziatanie moze pochwalié¢ si¢ byciem tacznym.

Na przyktad topolog mégltby w taki oto sposéb mnozy¢ odcinki jednostkowe:

a ] b a b

Zauwazmy, ze to dzialanie nie jest laczne. Mianowicie (ab)c # a(be), jak widaé na
rysunku.

a b ¢ a b c

+

Sytuacja nie jest jednak beznadziejna, poniewaz oba wyniki sa do siebie bardzo
podobne. Wystarczy odpowiednio przeskalowa¢ kazdy z odcinkéw, by dostaé
bijekcje (ab)c — a(bc), zachowujaca porzadek wszystkich punktéw. Takie
przeksztalcenie nazywa sie asocjatorem. Dzialanie to nie jest wiec laczne, ale
posiada (odwracalng) regule pozwalajaca zamieni¢ wyrazenie (ab)c na a(be).

Zastandéwmy sie teraz, co sie dzieje, gdy mamy do czynienia nie z trzema, lecz
czterema argumentami naszego mnozenia. Wowczas istnieje dokladnie piec
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mozliwych kolejnosci wykonywania dziatan. Uzywajac
wezesniej zdefiniowanego asocjatora, mozemy je
wszystkie polaczy¢ w taki oto pieciokat.

a(b(ed))

7

(ab)(cd)

((ab)e)d ———> (a(be))d

W szczegdlnosci otrzymujemy dwie a priori rézne
reguly pozwalajace zamieniaé¢ ((ab)c)d na a(b(cd))
(gérna i dolna $ciezka w pieciokacie). Nalezy wiec zadaé
sobie pytanie, czy sa one takie same. W przykladzie

z odcinkami rzeczywiscie tak bedzie, obie funkcje beda
identyczne. Jednakze pojawiaja sie w matematyce
dziatania, dla ktérych i to nie jest prawda. Na szczedcie,
pomimo ze w pewnych przypadkach réwnosci nie ma,
czesto znajduje sie jakas (tym razem dwuwymiarowa)
regula laczaca oba sposoby. Takag dwuwymiarows,

N

Teraz, majac dzialanie z ustalonym asocjatorem i regula
pieciokata, mozemy zbudowaé ponizszy wieloScian
odpowiadajacy dzialaniu z piecioma argumentami
i znowu zapytaé, czy istnieje dla niego (tym razem
trojwymiarowe) wypelnienie. Wszystkie dwuwymiarowe
Sciany tej bryly uzupelniamy regula pieciokata lub

a((be)d) Lkwadratem” asocjatora.

regule mozemy sobie wyobrazac¢ jako wypelnienie dla

pieciokata.

Abstrakcyjne dziatania, dla ktérych
wybrano odpowiednie reguly dla
wszystkich mozliwych tacznoscianéw,
nazywa si¢ A,-operadami. Analogicznie
jak z lacznoscia, mozna tez postapic

z przemiennoscig dziatania, wowczas
méwi sie o Eo-operadach.

4

W powyzszym przykladzie mamy:

(a;) = (1,2,3,1), (b;) = (1,1,2,1). Temu
drzewu odpowiada zatem punkt
(1,2,6,1) € R*

Liczby Catalana do$é regularnie sg
przywolywane na tamach Delty, ostatnio
w artykule Wojciecha Przybyszewskiego
w Agz, a miesigc wczedniej Barttomieja
Bzdegi (A3,).

(Grafika pochodzi z Wikimedia Commons)

Mozemy te zabawe ciagnaé¢ w nieskonczono$é, rozwazajac coraz to wieksza
liczbe argumentéw i dostajac coraz to bardziej skomplikowane ksztalty.
Wielowymiarowy wieloscian, ktéry otrzymaliby$my przy uzyciu n + 1 liter,
bedziemy oznaczaé przez KC,, i bedziemy nazywaé n-tym lgcznoscianem
(associahedron).

Dla malych n lacznosciany sa dosyé proste: K1 to punkt, Ko to odcinek

(tzn. (ab)e — a(be)), K5 to przedstawiony wezedniej pieciokat. Skomplikowanie
robi sie pozniej; juz K4 nie jest tatwe do opisania, a co dopiero pozostale, ktére
nie mieszcza si¢ nawet w trzech wymiarach.

Opisanie w ogdélnoéci, jak zrealizowaé IC,, w przestrzeni euklidesowej, jest
zupelnie nieoczywiste, cho¢ istnieje na to wiele réznych sposobéw. Przedstawimy
teraz jeden z najprostszych, zaproponowany przez Jeana-Louisa Lodaya (2004).
Przypomnijmy, ze drzewo jest reqularne, jesli wszystkie jego wewnetrzne
wierzchotki majg ten sam stopient. Dla kazdego regularnego drzewa binarnego
(czyli takiego, gdzie kazdy wierzcholek wewnetrzny ma dwoje dzieci)

o n + 1 liciach (ponumerowanych od lewej do prawej 0, 1,...,n) numerujemy
jego wierzchotki wewnetrzne od 1 do n (wierzcholek o numerze i to ten, ktérego
lewa odnoga zawiera li$é numer ¢ — 1, a prawa li$é numer ¢). Nastepnie oznaczamy
przez a; (odpowiednio b;) liczbe lisci w lewej (odpowiednio w prawej) odnodze
i-tego wierzchotka. Wéwczas n-ty tacznoscian to otoczka wypukla wszystkich
otrzymanych w ten sposéb punktéw (aiby, asbs,. .., a,b,) w R™.

Ciekawe jest to, ze kazda Sciana n-tego lacznoScianu powstaje przy uzyciu
tacznodciandéw nizszego wymiaru. Tu piszac $ciany, mamy na mysli wszystkie
wierzchotki, krawedzie, $ciany dwuwymiarowe, tréjwymiarowe itd. Na przyklad
kazdy wierzchotlek to Ky, kazda krawedz to Ko, kazda Sciana dwuwymiarowa
jest albo pieciokatem, czyli K3, albo kwadratem, czyli Ko x Ky. Ogdlnie
mowiac, skoro mnozenie przez punkt, czyli K1, nic nie zmienia, to kazda Sciane
tacznoscianu K, mozemy — by¢ moze nieco sztucznie — zapisa¢ w postaci

Ky X oo X Ky, gdzie ng + ... +n; =n.

Facznosciany maja tez powiazania z kombinatoryka. Zauwazmy, ze kazdy
wierzchotek lacznoécianu K,, odpowiada pewnemu rozstawieniu nawiaséw
w dzialaniu o n + 1 argumentach Wiadomo, ile jest takich rozstawienn (wiec
i wierzchotkéw IC,,): nil ( ) Jest to tak zwana n-ta liczba Catalana, ktéra
oznaczamy przez C,.
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Iloczyn szeregéw formalnych
— o k
Az) = E o QKT Oraz
— o k
B(z) = E oo DET to szereg formalny

C(z) = chzo cpa®, ktérego wyrazy sa

. k
okreélone wzorem ci = g )
i

aiby_;.
o @ibk—i

Dowéd wzoru , jak réwniez
przytoczonego twierdzenia, mozna
odnalezé w pracy Marcelo Aguiara

i Federico Ardila Hopf monoids and
generalized permutahedra (2017).

w

Rozwigzanie zadania M 1740.
Niech di > d2 > ... > dy beda
dzielnikami liczby n takimi, ze

k

n
n = E d;. Poniewaz d; < n, to = = p.

ai
i=1
.on n n o
Jako ze —, —, ..., — jest rosnagcym
di do dy
ciggiem liczb calkowitych, to

%2[}—&-7:—1(11;171:1,4.4.11:4
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‘Wobec tego
1+ 1 n 1
p p+1 T pt+k-—1
Sy d n
n n n n
Dlamgi
1—4/1-4(x—-2%) 1_(1-22)
= =

2 2

Dochodzimy teraz do najbardziej zadziwiajacego z faktéw dotyczacych
tacznodciandéw. Okazuje sie, ze ich struktura geometryczna ma bliski zwiazek
z problemem odwracania szeregéw formalnych.

Szeregiem (formalnym) nazywamy napis postaci ag + a1x + agx? + .. ., gdzie

a; sa liczbami rzeczywistymi. Szeregi mozna dodawaé i odejmowaé zupelnie

tak samo jak wielomiany. Mnozenie tez jest analogiczne, dla Czytelnika
Nieprzekonanego zamieszczamy wzor na marginesie. Jedyny problem jest ze
skladaniem. Jedli mamy dwa szeregi, A(z) = Y ;o apz® oraz B(z) = > po  bra®,
to napis A(B(z)) niestety nie ma sensu. Jest tak choéby dlatego, ze aby obliczy¢
wyraz wolny powstalego szeregu, musielibySmy zsumowaé¢ nieskonczony ciag

ag + arbo + agb? + ..., co zwykle jest niemozliwe.

Istnieje jednak klasa szeregoéw, dla ktorych wszystko Swietnie dziala.

Sa to szeregi postaci x + a122 + axz>® + . ... Nie do$é, ze dla dowolnych

dwoéch szeregéw tej postaci ich zlozenie jest dobrze zdefiniowane (kazdy
wspdélezynnik nowo powstalego szeregu jest wyrazony przez skoriczona sume),
to jeszcze dla dowolnego szeregu A(z) = x + a12% + agx® + . .. istnieje szereg
B(z) = z + bia? + bex® + ... spetiajacy A(B(z)) = 2 = B(A(x)), czyli bedacy
odwrotnoscia A. Wspélczynniki B dla zadanych wspotezynnikéw A moga zostaé
wyznaczone nastepujaco:

n+ |m|)!
1 by = qyiml Taye ...
I e T
m1+2m2+73m37+...:n
sumujemy po wszystkich ciggach m = (mq,..., my) takich, ze ko m; = n;
Qg =1

przyjmujemy |m| =Y., m;). Okazuje sie, ze istnieje réwniez piekny wzér,
wykorzystujacy geometrie lacznosciandw.

Twierdzenie. Odwrotnosciq szerequ A(x) = x + a2 + aza® + ... jest szereg
B(x) = x + biz?® + bea® + ... zadany wzorem

b, = Z (71)nfdim FaF7
FES(’Cn)
gdzie dla Sciany F postaci KCp, X ... X KCp, piszemy ap = Gy, - ...+ Gy, .

Jako przyklad zastosowania rozwazmy szereg A(x) = x — 22. Wéwcezas wszystkie
wspolczynniki ay, sa zerowe oprocz wspolczynnika aq, ktéry wynosi —1.
Oznacza to, ze ap nie jest rowny 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Sciana F' jest
postaci K01 x ... X K, czyli gdy jest wierzchotkiem (w tym przypadku ap

jest réwny (—1)"). Teraz: skoro K,, ma C,, wierzcholkéw, a wymiar punktu

dim K1 = 0, to powyzsze twierdzenie méwi, ze szeregiem odwrotnym do A jest
B(x) = x + Cix? 4+ Cyx® + ... A skoro Cy wynosi 1, to mozemy go zapisaé

w skréconej formie B(z) = > 5o ) Cra* 1.

Otrzymalidémy wiec funkcje tworzaca dla ciagu liczb Catalana! Pamietajac, skad
sie ona wzieta, mozemy wysnué ponizszy wniosek.

Whniosek. Dla wszystkich x z przedziatu (f%, i) zachodzi tozsamo$é

> p  1—y1T—4x

S Gt = 1 VIZ AT

2x

k=0
Dowdd. Jak juz wiemy, szeregiem odwrotnym do szeregu A(x) = z — 22 jest
szereg B(z) = Y 77, Cra*1. Na przedziale (—1, 1) szereg B jest zbiezny. Jest
tak dlatego, ze liczby Catalana spelniaja ponizsze oszacowanie asymptotyczne:

4n
Oznacza to, ze na przedziale (—i, i) funkcja B(x) jest funkcja odwrotna do
funkeji © — 22 (zbiezno$é pozwala nam przejéé od szeregéw do funkcji). Z drugiej
strony, za pomoca prostego rachunku (margines) mozemy uzasadnié, ze na tym

1—+v/1—4z
2

Ch

samym przedziale funkcja réwniez jest funkcjg odwrotng do = — x2. Stad

dostajemy rownosé

ickwkﬂ _1-V1-—4z
2 ?
k=0

ktéra mozna latwo przeksztalci¢ w dowodzona tozsamosc. (]
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