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Rozwigzanie zadania F 1066.
Réznica energii kropli wody
o promieniu R i takiej samej masy pary
wodnej wynosi:
47 R3Lp

3u
AE =0dla Ry =01i Ry = 3ou/(Lp).
Utworzeniu kropli o promieniu Rs nie
towarzyszy zmiana energii. Zauwazmy
jednak, ze odparowanie kropli oznacza
zmniejszanie jej promienia, a pochodna
AE(R) wzgledem R jest w Ry mniejsza
od zera, czyli zmniejszanie promienia
wymaga dostarczenia energii z otoczenia.
Zmniejszaniu promienia kropli towarzyszy
oddawanie energii otoczeniu dopiero dla
R mniejszego od R., odpowiadajacego
maksimum AFE(R). Krople o R < R,
odparowujg, a te o R > R, rosng —
R, nazywane jest promieniem
krytycznym. Latwo sprawdzié, ze

AE(R) = 4nR%0 —

201
Rep = —.

Lp
Dla podanych wartosci liczbowych
(w temperaturze 25°C)
Repr ~59-1071m mniej niz wynoszg
rozmiary czasteczki wody (okoto
1,5 - 107 m). Powstanie takiej kropli nie
jest wigc mozliwe. W tym miejscu
Czytelnik Dociekliwy stusznie zauwazy, ze
uzywaliémy modelu ,makroskopowego”,
ktéry nie opisuje tak matych kropli
(sytuacji mikroskopowej). Poprawny opis
tworzenia i rozpadu najmniejszych kropli
polega na analizie zderzen molekul gazu
(wody i powietrza). W wielu przypadkach
opisany tu ,klasyczny model nukleacji”
niezle opisuje procesy kondensacji
i krystalizacji (tworzenie i wzrost
krysztaléw z fazy cieklej lub gazowej).

Lorenzo CLEMENTE*

Wszyscy kochamy wielomiany. Celem tego artykulu jest wyjasnienie, dlaczego.
Jako przyklad rozwazmy rozwiazywalnosé¢ ogélnego réwnania wielomianowego
drugiego stopnia. W jezyku logiki zapisujemy to nastepujaca formula:

(1) o(a,byc) = IweR:a-2°+b-x+c=0,

gdzie ,, 3z € R” nazywamy kwantyfikatorem egzystencjalnym i czytamy: ,istnieje
liczba rzeczywista x taka, ze ...”". Jak dobrze wiadomo — to, czy formula jest
spelniona, zalezy od tego, jakie doktadnie sa wartosci liczb rzeczywistych a, b, c.
Dla niektérych wyboréw a, b, c powyzsze rownanie ma rozwiazanie w R, a dla
innych takiego rozwiazania nie ma.

Czy mozemy dokladnie scharakteryzowaé¢ wszystkie wartosci a, b, ¢, dla ktérych
istnieje x € R bedacy rozwiazaniem? Rzeczywiscie mozemy, a co wigcej — nasz cel
mozna osiagnacé, pozostajac w jezyku wielomianow:
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(2) P(a,b,c) = (a=0Ab#0Vec=0)V(a#0A0<D ia c).
Symbol V7 czytamy jako ,lub”, zas ,A” czytamy jako ,i”. Tak wiec moéwi,
ze albo a =01 gdy b =0, to réwniez ¢ = 0 (nieciekawy przypadek brzegowy),
albo a # 0 1 w tym przypadku musi byé spelniony dobrze znany warunek
nieujemnoéci wyrédznika: A > 0. Zauwazamy, ze nie znajdujemy w ten sposob
wartosci rozwigzania x jako funkcji zmiennych a, b, ¢, a tylko warunek istnienia
takiego rozwiazania.

Nalezy poczyni¢ dwie uwagi. Po pierwsze, formuly ¢(a,b,c) i ¥(a, b, ¢) sa logicznie
réwnowazne. To znaczy, ze formula Va, b, c : ¢(a,b, c) <> ¥(a,b, c) jest spelniona
w R. Symbol ..V’ nazywamy kwantyfikatorem uniwersalnym i czytamy: ,dla
wszystkich”, natomiast ,,<+” czytamy ,wtedy i tylko wtedy, gdy”. Innymi stowy,
dla kazdego wyboru a,b, c € R albo ¢(a,b,c) i ¥(a,b,c) sa obie spelnione, albo
obie nie sa spelnione. Po drugie, ¥ (a, b, ¢) nie méwi juz o x, w przeciwienstwie
do ¢(a,b,c). W gruncie rzeczy w 1 (a, b, ¢) nie ma w ogdle kwantyfikatoréw ,,3”
ani ,,vV”. Méwimy, ze 9 (a, b, ¢) nie zawiera kwantyfikatoréw oraz ze 1 jest
uzyskiwane z ¢ w procesie eliminacji kwantyfikatoréw. MusieliSmy jednak
zaplaci¢ pewna cene za usuniecie kwantyfikatora, a mianowicie wprowadziliémy
relacje porzadku ,,<” (wczesniej ¢(a, b, ¢) uzywala tylko réwnosci ,=").

Mozemy teraz si¢ zastanawiaé, czy to tylko przypadek. Okazuje sie, ze nie.
Powyzszy przyktad jest w pewnym sensie szczegdlnym przypadkiem
nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie (Tarski-Seidenberg). Teoria liczb rzeczywistych pierwszego rzedu
(R,4,0,1,-, <) posiada efektywng eliminacje kwantyfikatordw.

Brzmi to dos¢ skomplikowanie! Wyjasnijmy bardziej szczegdtowo. Twierdzenie
moéwi, ze kazda formule zbudowana przy uzyciu kwantyfikatoréw, spéjnikéw
logicznych ,,i”, ,lub” itp. oraz nieréwnosci postaci p(x1,...,z,) < q(z1,...,2s),
gdzie p, q sa wielomianami zmiennych 1, ..., z,, mozna efektywnie przeksztalci¢
(tzn. istnieje pewien algorytm, ktéry to robi) do réwnowaznej formuly bez
kwantyfikatorow.

Piekno i moc tego twierdzenia mozemy docenié, stosujac je do ogdlnego
rownania stopnia 6:

JreR:ag-2%+as-2°+as -2t +as-23+as- 22 +a1 -z +ayg=0.
Rowniez w tym przypadku twierdzenie gwarantuje, ze istnieje formula bez
kwantyfikatorow £ zawierajaca ay, ..., ag, ktéra doktadnie charakteryzuje,
czy istnieje rzeczywiste rozwiazanie. Warto zauwazy¢, ze nie ma sensownego
sposobu wyrazenia pierwiastkéw wielomianéw stopnia 6 (a nawet 5) jako
funkcji ich wspélczynnikéw ag, . .., as (W przeciwienstwie do wielomianéw
stopni 1, 2, 31 4). Formula £ jest do$¢ skomplikowana i zbyt obszerna, aby
ja tu zamiesci¢. Ale istnieje. W rzeczy samej, dla wielomianéw dowolnego
stopnia n istnieje formuta bez kwantyfikatoréw, wyrazajaca istnienie x € R
bedacego rozwiazaniem. Powyzsze rozwazania mozemy zakornczy¢ nastepujacym
wnioskiem: rozwiazywalno$¢ wielomianowych (nie)réwnosci ze wspoétczynnikami
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Rozwigzanie zadania F 1065.

Ped py fotonu o energii £ wynosi

pf = E/c (¢ oznacza predkosé¢ $wiatla).
Stosunek podanej w tresci zadania energii
kinetycznej elektronu do jego energii
spoczynkowej (mec?) wynosi okoto
2.1077. Ze znakomitym przyblizeniem
mozemy wiec opisywac energi¢ kinetyczna
elektronu w ramach mechaniki klasycznej:

2

D

E = Pe_ — pe = \/2mE.
2Mme

Stosunek pedéw wynosi wiec:

pf o E - E
Pe B cV2me B N 2mec2’

Liczbowo: ps/pe ~ 1,07 - 1073, Podana
warto$¢ energii Y odpowiada przerwie
energetycznej miedzy pasmem
walencyjnym i pasmem przewodnictwa

w krzemie, a otrzymana wartosé¢ stosunku
pedow wyjasnia, dlaczego

w polprzewodnikach optyczne wzbudzenie
elektronu do pasma przewodnictwa
odbywa sie¢ praktycznie bez zmiany

jego pedu.

rzeczywistymi moze by¢ wyrazona wielomianami zawierajacymi tylko te
wspolczynniki. Jest to wlasno$é o fundamentalnym znaczeniu, ukazujaca
samoreferencyjny charakter liczb rzeczywistych.

Mozemy zrobi¢ jeszcze wiecej. Twierdzenie Tarskiego—Seidenberga otwiera drzwi
do automatycznego dowodzenia twierdzern geometrycznych. Pokazemy to na
przykladzie. Rozwazmy czworokat ABCD.

Jednym z twierdzen elementarnej geometrii jest to, ze

()

»jesli AC' i BD (linie przerywane) przecinaja sie w polowie,
to ABCD jest réwnolegtobokiem”.

Udowodnimy to teraz za pomoca twierdzenia Tarskiego—Seidenberga. Naprawde!
Pomyst polega na przeksztalceniu powyzszego stwierdzenia w formute
logiczna méwiaca o liczbach rzeczywistych. Idac za przyktadem Kartezjusza,
reprezentujemy punkt P € {A, B,C, D, O} przez jego wspo6lrzedne na plaszczyZnie
(zp,yp) € R x R. Zacznijmy od prostych obserwacji.
1. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, kwadrat odleglosci miedzy dwoma

punktami P, ) mozemy wyrazi¢ jako wielomian:

[PQP* = (zq —zp)* + (yo —yp)*.

2. Mozemy takze wyrazi¢, ze dwa odcinki PQ, RS sa réwnolegle, przyrownujac

ich nachylenia:

YQ —YpP _ Ys — YR
rQ —ITp B xs—JSR.
Mnozac obustronnie przez mianowniki, otrzymujemy réwnanie wielomianowe:
PQI RS = (yq —yr)(xs —zr) = (ys —yr)(zq — =p).

Przy zalozeniu, Ze te dwa odcinki sa niezdegenerowane, tj. |PQ| > 01 |RS| > 0,

powyzsze rOwnanie jest poprawne réwniez w przypadkach brzegowych:

1) gdy PQ jest pionowe (zp = ), to takze RS musi by¢ pionowe (zr = g);

2) gdy PQ jest poziome (yp = yg), to takze RS musi by¢ poziome (yr = ys).
3. Dla uproszczenia oznaczen bedziemy moéwié, ze dwa odcinki PQ, RS sa

kongruentne, kiedy maja taka sama dlugosc¢ i sa rownolegte:

PQ ~ RS := |PQ|=|RS|APQ| RS.

Laczac razem kawalki, mozemy wyrazié¢ (1) jako nastepujaca formutle logiki nad
liczbami rzeczywistymi:

vaayAaxBayBa‘rCUyCaxDayDaanyO eR:
Pntetrywiatne A AO ~ OC A BO ~ 0D — BC ~ AD A AB ~ CD,

wniosek

(3)

przestanka
gdzie warunek ¢nietrywiane t0 |[AO|, |BO|, |AB|,|CD|,|AD|, |BC| > 0.
Strzatka ,—” jest czytana ,implikuje” i oznacza, ze jesli przestanka jest
prawdziwa, to réwniez wniosek jest prawdziwy. Stalo si¢ cos zaskakujacego.
Stwierdzenie geometrii zostato przeksztalcone w formule logiki.

A teraz dzieje si¢ magia. Formuta nie ma parametréow (w przeciwienistwie
do )7 wiec korzystajac z twierdzenia Tarskiego—Seidenberga, mozemy znalezé
rownowazna jej formule ¢ bez Zadnej zmiennej. Innymi stowy, ¢ moze sktadaé
sie tylko z boolowskich kombinacji logicznych formul atomowych postaci m < n,
gdzie m, n sa konkretnymi liczbami naturalnymi, np. 5 < 317 < 23. To, czy ¢
jest prawdziwe, mozna teraz ustali¢, po prostu sprawdzajac ja bezposrednio.

W omawianym przypadku okazuje sig, ze ¢ jest trywialnie prawdziwe, co jest
dowodem, ze jest prawdziwym twierdzeniem liczb rzeczywistych. Z kolei

to pokazuje, ze (1) jest prawdziwym twierdzeniem geometrii, co bylo naszym
poczatkowym celem.

Ten przyktad ilustruje, ze kazde stwierdzenie geometrii, ktére mozna wyrazié
jako kombinacje (nie)réwnosci wielomianowych, mozna na mocy twierdzenia
Tarskiego—Seidenberga sprowadzi¢ do uktadu nieréwnosci miedzy konkretnymi
liczbami naturalnymi. To urzeczywistnienie starego marzenia o zredukowaniu
geometrii do kwestii czysto rachunkowej, gdzie intuicja geometryczna nie jest
w ogdle potrzebna. A podstawa tego osiagniecia sg wielomiany. Wiec kto teraz
nie kocha wielomianéw?
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