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Francuski inzynier Henri Pitot w 1725 roku udowodnil, ze w czworokacie
opisanym na okregu sumy dlugosci przeciwleglych bokéw sa rowne. Stwierdzenie
odwrotne okazuje si¢ réwniez prawdziwe, jak pokazal szwajcarski matematyk
Jakob Steiner w 1846 roku. Obecnie twierdzenie to stanowi jedno z gléwnych
narzedzi przy dowodzeniu istnienia okregu stycznego do danych czterech
prostych lub ogdlnie — przy badaniu probleméw angazujacych odcinki styczne do
okregu. Wezmy pod uwage nastepujace zadanie:

Zadanie 1. Czworokat ACIG podzielono dwoma odcinkami na cztery mniejsze
czworokaty, tak jak przedstawiono na rysunku 1. Zalézmy, ze w czworokaty
ABED, BCFE, DEHG, EFIH mozna wpisa¢ okregi. Udowodni¢, ze

w czworokat AC'IG réwniez mozna wpisaé okrag.

Dowdéd. Oznaczmy punkty stycznodci okregdw, tak jak pokazano na rysunku 2.
Wystarczy pokazaé, ze AC + GI = AG + CI. Ze wzgledu na réwnosci

AAs = AA4, CC3 = CCy, GG1 = GGy oraz 11} = I, wystarczy uzasadnié,

ze A303 + Glfl = A4G4 + CQIQ. Jednakze A303 = A1C1, GIII = G313,

AyGy = AyGy oraz Coly = Cyly, skad pozostaje do wykazania réwnosé

A1C1 + G3l3 = AsGy + Cyly. Te rownoséé tatwo dostajemy na podstawie
rownosci odcinkéw stycznych z punktu E do czterech okregdw. O

Rozwazmy sytuacje, w ktérej czworokat dzielimy na dziewie¢ mniejszych
czworokatéw, wykorzystujac cztery odcinki. W podobny sposéb rozwiazemy
nastepujace, bardzo popularne zadanie:

Zadanie 2. Czworokat ADPM podzielono czterema odcinkami na dziewieé¢
mniejszych czworokatéw, tak jak przedstawiono na rysunku 3. Zalézmy, ze
w czworokaty ABFE, CDHG, FGKJ, IJNM oraz KLPO mozna wpisa¢
okregi. Udowodnié, ze w czworokat ADPM réwniez mozna wpisaé okrag.

Dowdd. Oznaczmy punkty stycznosci okregéw, tak jak pokazano na rysunku 4.
Wystarczy pokazaé, ze AD + M P = AM + DP. Ze wzgledu na réwnosci

AAs3 = AAy, DD3 = DDy, PP, = PP, oraz MM; = M M,, wystarczy uzasadni¢,
ze A3D3 + M1P1 = A4M4 + PQDQ. Jednakze A3D3 = AlDl, M1P1 = ]\43?’37
AyMy = AsMs oraz Do Py, = Dy Py, skad pozostaje do wykazania rownosé

A1 Dy + M3P3; = Ay My 4+ D4 Py, ktora latwo dostajemy na podstawie kryterium
wpisywalnoéci okregu w czworokat FF'GKJ oraz réwnosci odcinkow stycznych
poprowadzonych z punktow F', G, K, J do naroznych okregow. O

Powyzsze rachunki pokazuja tez, ze jesli w duzy czworokat oraz w cztery
narozne czworokaty mozna wpisa¢ okregi, to w érodkowy tez mozna.
Zauwazmy réwniez, ze w przypadku granicznym, gdy odcinek BN pokrywa
sie z odcinkiem C'O oraz odcinek FH pokrywa sie z odcinkiem L, dostajemy
zadanie 1.

Prosta indukcja daje nastepujace uogdélnienie:

Zadanie 3. Czworokat podzielono 2n odcinkami na (n + 1)2 matych czworokatéw.
Zalézmy, ze w czworokaty ,lezace na diagonalach” mozna wpisa¢ okrag.
Wéwezas w wyjéciowy czworokat réwniez mozna wpisaé okrag (rys. 5).
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Nasuwa sie pytanie, czy mozna wpisaé okrag w duzy czworokat przy innych
zalozeniach dotyczacych wpisywalnosci okregéw w mniejsze czworokaty.
Szybko stwierdzamy, ze w konfiguracji z czterema czworokatami zalozenie
o opisywalnoéci trzech czworokatéw na okregu nie wystarcza, co pokazuje
przyktad przedstawiony na rysunku 6.

Rozwazmy teraz konfiguracje z dziewigcioma czworokatami. Widzieliémy wyzej,
ze zalozenie o opisywalnosci pieciu czworokatéw ,,na diagonalach” wystarcza do
opisywalnosci na okregu duzego czworokata. Zatozenie, ze w siedem czworokatdw
(wszystkie poza dwoma przy przeciwleglych rogach) mozna wpisaé okrag, jest
niewystarczajace, co wida¢ na rysunku 7.

W konfiguracji z dziewiecioma czworokatami zalézmy, ze we wszystkie
czworokaty poza jednym naroznym mozna wpisa¢ okrag. Okazuje sig, ze
wowczas w ostatni czworokat tez mozna wpisaé okrag (a co za tym idzie, okrag
mozna wpisaé takze w duzy czworokat), co jest bardzo interesujacym, ale
zdaniem autoréw tego artykulu trudnym problemem!

Zadanie 4. Czworokat ADPM podzielono czterema odcinkami na dziewigé
mniejszych czworokatéw, tak jak przedstawiono na rysunku 8. Zalézmy, ze
w czworokaty ABFE, BOCGF, CDHG, EFJI, FGKJ, GHLK, IJNM

i JKON mozna wpisaé¢ okregi. Udowodnié, ze w czworokat K LPO réwniez
mozna wpisa¢ okrag.

Nie jest nam znany dowdéd wykorzystujacy wylacznie rachunki na odcinkach
stycznych, jak to miato miejsce w poprzednich zadaniach. Ponizej przedstawimy
rozwiazanie korzystajace z dos¢ gtebokich rezultatéw geometrycznych. Dla
uproszczenia bedziemy zakladaé, ze zaden z malych czworokatow nie jest
rombem. Ponizsze rozumowanie mozna rozszerzy¢ na ogdlny przypadek, do czego
Czytelnika zachecamy.

Zacznijmy od sformulowania i udowodnienia kilku lematow.
Lemat 1. W sytuacji z zadania 1 zachodzi réwnos¢ BH = DF'.

Dowdéd. Przy oznaczeniach z rozwigzania zadania 1 mamy

BE = BAs + FAy = BA3 + FA, i BE=BC,+ EC, = BC3 + EC,.

Po dodaniu stronami otrzymujemy 2BE = A3C3 + A1C1, skad BE = A;C}.
Analogicznie EH = Gsl3. Zatem dtugosé odcinka BH jest réwna sumie dtugosci
odcinkéw stycznych poprowadzonych z punktu F do danych czterech okregéw.
Analogicznie dowodzimy, ze dtugosé odcinka DF tez jest tyle réwna. O

Lemat 2. Dane sg nieréwnolegle odcinki AB i CD tej samej dhugoséci. Wtedy
prosta przechodzaca przez $rodki odcinkéw AC i BD jest rownolegla do
dwusiecznej kata miedzy prostymi AB i CD.

Dowdéd. Oznaczmy $rodki odcinkéw AC i BD przez M i N (rys. 9). Przesurimy
punkt D o wektor CTzl, otrzymujac punkt E. Niech F' bedzie srodkiem

odcinka BE. Woéwczas NF = %D = %CTZl = m W takim razie odcinek

MN jest réwnolegly do AF. Poniewaz AB = CD = AE, a F jest érodkiem BF,
wiec AF jest dwusieczng kata BAFE. Z kolei ta dwusieczna jest réwnolegta do

dwusiecznej kata miedzy AB i CD, gdyz AE || CD. O
R Lemat 3. W tréjkacie ABC
\\ nastepujace cztery proste sa

\ wspolpekowe: linia srodkowa

| réwnolegta do BC, dwusieczna kata

| wewnetrznego przy wierzchotku B,

/ prosta przechodzaca przez punkty

/ stycznosci okregu wpisanego z bokami
. BC' i C A oraz prosta przechodzaca

przez punkty stycznosci okregu
dopisanego do boku C'A z prostymi BC
i CA (rys. 10).



Dowdéd. Oznaczmy punkty stycznoéci okregu wpisanego z bokami BC' i AC przez
D i E, a $rodek okregu wpisanego przez I (rys. 11). Oznaczmy punkt przeciecia
prostych BI i DE przez X. Mamy:

ABXD = £CDE — LCBI =90° — %&ACB — %ACBA = %ABAC = LTAFE,

wiec punkty A, E, X, I leza na jednym okregu. Wobec tego LAXT = LAET = 90°.
Niech A’ bedzie odbiciem A wzgledem BI. Wtedy A’ lezy na BC, a punkt X
jest srodkiem AA’. Wynika stad, ze X lezy na linii $rodkowej trojkata ABC
rownoleglej do BC.

Dowdd tego, ze X lezy na czwartej z wymienionych w twierdzeniu prostych, jest
analogiczny i przeprowadzenie go pozostawiamy Czytelnikowi. O

Zanim przedstawimy kolejny lemat, wprowadzimy nowe pojecie: w czworokacie,
ktory nie jest rownoleglobokiem, prosta przechodzaca przez $rodki jego
przekatnych nazwiemy prostqg Newtona. Okazuje sie, ze jesli w czworokat
mozna wpisa¢ okrag, to prosta Newtona tego czworokata przechodzi

przez $rodek okregu wpisanego (rys. 12). Czytelnika zainteresowanego
uzasadnieniem odsytamy do 33. Kacika Poczatkujacego Olimpijczyka z A3, .
Przyda si¢ nam réwniez twierdzenie Desarguesa, ktére moéowi, ze dwa tréjkaty
maja Srodek perspektywiczny (tzn. proste przechodzace przez pary ich
wierzchotkéw przecinaja sie w jednym punkcie) wtedy i tylko wtedy, gdy maja os
perspektywiczna (tzn. punkty przeciecia par prostych zawierajacych ich boki sa
wspoétliniowe). Wiecej na temat tego twierdzenia mozna przeczytaé w Ajs.

Lemat 4. Czworokat ACIG podzielono odcinkami na czworokaty ABED,
BCFE, DEHG i EFIH, tak jak przedstawiono na rysunku 13. Zalézmy, ze

te cztery czworokaty nie sa rombami oraz mozna wpisa¢ w nie okregi. Wowczas
proste Newtona tych czworokatéw przecinaja sie w jednym punkcie.

Dowdd. Oznaczmy $rodki okregéw wpisanych w czworokaty ABED, BCFE,
DEHG i EFIH przez I, Is, I3 i I, oraz $rodki odcinkéw BD, BF, DH i FH
przez My, Mo, M3 i My (rys. 14). Nalezy udowodnié, ze proste Iy My, Io Mo,
IsMs i Iy My przecinaja sie w jednym punkcie. Wystarczy pokazac, ze I1 M,
I5Ms, I3 M3 przecinajg sie w jednym punkcie — dowodd, ze 1, M, przechodzi przez
punkt wspélny Io Mo i I3Ms3, jest w pelni analogiczny.

Z lematu 1 wynika, ze BH = DF, a z lematu 2 dostajemy MsMs3 || Io13. Niech X
bedzie punktem przeciecia prostych I1Is, M Ms, a 'Y przecieciem prostych I41s,
M Ms. Korzystajac z twierdzenia Desarguesa dla tréjkatéw Iy IoIs i My Mo Ms,
widzimy, ze wystarczy udowodnié, ze XY || Io1s.

Oznaczmy punkty stycznosci okregu wpisanego w czworokat ABED z bokami
BE i DE przez Z i T. Prosta MM, jest linig $rodkowg réwnoleglta do EF

w tréjkacie wyznaczonym przez proste BC', BE, EF, a prosta I1Is dwusieczna
kata miedzy BC' i FF. W takim razie na mocy lematu 3 punkt X lezy na
prostej ZT'. Analogicznie dowodzimy, ze punkt Y lezy na ZT. Do zakonczenia
dowodu pozostaje odnotowaé, ze ZT || I213, gdyz obie te proste sa prostopadle
do E1;. O

Lemat 5. Jesli czworokaty ABCD i ABC’D’ sa opisane na tym samym okregu
i maja te sama prosta Newtona, to BC || DA (rys. 15).

Dowdd. W takiej sytuacji srodki odcinkéw AC, AC’, BD, BD' leza na jednej
prostej £, bedacej wspolng prosta Newtona rozwazanych czworokatéw. Ta prosta
jest linia érodkowa tréjkatéw ACC’ i1 BDD', wiec CC' || £ || DD'. O
Uzbrojeni w lematy 4 i 5 mozemy przystapi¢ do rozwigzania zadania 4.

Rozwigzanie zadania 4. 7 lematu 4 wynika natychmiast, ze proste Newtona
oémiu czworokatéw ABFE, BCGF, CDHG, EFJI, FGKJ, GHLK, IJNM
i JKON przecinaja sie w jednym punkcie, ktéry oznaczymy przez X (rys. 16).
W dalszej czesci bedziemy wykorzystywaé jedynie to, ze proste Newtona
czworokatéow FGKJ, GHLK i JKON przecinaja sie¢ w punkcie X.
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https://www.deltami.edu.pl/2021a/09/2021-09-delta.pdf
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/2015/03/29/Desargues_i_nozyce/

Rys. 17

Poniewaz srodkowy czworokat nie jest rombem, wiec ma pare nieréwnoleglych
bokéw. Bez straty ogdlnosci rozumowania przyjmijmy, ze FG }f JK.

Oznaczmy przez o okrag styczny do odcinka KO oraz potprostych KL= i OP™.
Oznaczmy okrag wpisany w czworokat GH LK przez o'. Niech wspdlna styczna
zewnetrzna do o i 0’ r6zna od KO przecina proste GH, KL, OP w punktach H’,
L', P'. Z lematu 4 wynika, ze proste Newtona czworokatéw FGKJ, GH'L'K,
JKON, KL'P'O przecinaja sie w jednym punkcie. Jest nim punkt X.

Czworokaty GHLK i GH'L'K maja zatem t¢ samg prosta Newtona
(mianowicie prosta przechodzaca przez X i §rodek okregu o’). Gdyby H' i L’
byly rézne od H i L, to na mocy lematu 5 mielibySmy GH || KL, co przeczytoby
wcezesniej poczynionemu zalozeniu. W takim razie H = H' i L = L', wigc okrag o
jest styczny do prostej HL, co koniczy rozwigzanie. O

Na zakoniczenie przedstawimy uogoélnienie zadania 4, ktére znalezliSmy w ksigzce
Arseniya Akopyana ,,Geometria na rysunkach” (zadanie 5.4.7). (Uogdlnia je

w taki sam sposéb, jak zadanie 2 uogélnia zadanie 1). Niestety nie znamy
rozwiazania tego zadania i nie byliSmy w stanie zastosowaé przedstawionych
wyzej metod w tym zadaniu. Czytelnika Lubiacego Wyzwania zachecamy do
zmierzenia si¢ z tym trudnym problemem.

Zadanie 5. Rozwazmy sytuacje przedstawiona na rysunku 17. Udowodnié, ze
jesli okregi zaznaczone ciagla kreskg sa styczne do zaznaczonych prostych, to
w prawy gorny czworokat mozna wpisaé okrag.

i Z.adania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1735. Niech aq,as,...,a, bedzie ciagiem arytmetycznym liczb catkowitych
takim, ze ¢ | a; dlai=1,2,...,n — 1 oraz n{ a,. Udowodnié, ze n jest potega
liczby pierwszej.

Rozwiazanie na str. 1

M 1736. Na planszy o wymiarach 15 x 15 umieszczono 15 wiez, ktore nie atakuja
sie nawzajem. Nastepnie kazda wieza zostata przesunieta ruchem skoczka.
Udowodni¢, ze teraz pewne dwie wieze atakuja sie¢ nawzajem.

Rozwiazanie na str. 14

M 1737. Dane sa dwie réwnolegte proste a,b oddalone o h oraz nieskonczony
zbiér C wzajemnie roztacznych okregéw jednostkowych znajdujacych sie
pomiedzy a i b. Zaltézmy, ze kazda prosta przecinajaca obie proste réwnolegte
przecina réwniez co najmniej dwa okregi ze zbioru C. Udowodnié, ze h > 2 + /3.
Rozwiazanie na str. 15

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1065. Ile wynosi stosunek wartosci py, pedu fotonu o energii £ = 1,17 eV
do wartosci pe, pedu elektronu o energii kinetycznej réwnej E?

Masa spoczynkowa elektronu wynosi m, = 511 keV /c2.

Rozwiazanie na str. 9

F 1066. Podczas skraplania pary wodnej uwalniana jest energia parowania.
Roéznica energii kropli ciektej wody i energii takiej samej masy pary sklada

sie z energii parowania i energii powierzchniowej — tj. energii potrzebnej do
utworzenia powierzchni rozdziatu faz miedzy para i ciekla woda kropli. Proces
skraplania pary rozpoczyna si¢ od powstawania kropelek cieczy w wyniku
przypadkowych zderzen czasteczek pary. W zaleznoéci od rozmiaréw takie
kropelki dalej rosna lub odparowuja, gdy sa zbyt male. Ile wynosi maksymalny
promien kropli, ktéra ,spontanicznie” wyparuje (tzn. wyparuje bez pobierania
ciepla z otoczenia)?

W temperaturze 25°C ciepto parowania wody L = 44 - 10® J/mol, napiecie
powierzchniowe o = 72 J/m?, gestosé cieklej wody p = 10% kg/m?>. Molowa masa
wody pu = 18 g/mol.

Rozwiazanie na str. 8
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