Klub 44 F

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2023
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Zadania z fizyki nr 752, 753
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

752. Na niewazkiej nici wisza w jednorodnym polu ciezkosci dwa cigzarki

o masach M i m, polaczone sprezyna o wspotczynniku sprezystosci k

i zaniedbywalnej masie (rys. 1). Ni¢ przepalono. Po jakim czasie sita naciagu
sprezyny po raz pierwszy osiagnie warto$¢ zero? Zakladamy, ze do tego
momentu dolny ciezarek nie uderzy jeszcze w podloze.

753. Przedmiot AB znajduje sie w odleglosci a = 36 cm od cienkiej soczewki

o ogniskowej f = 30cm. W odlegloéci | = 1 m za soczewka umieszczono
zwierciadlo plaskie nachylone do osi optycznej soczewki pod katem 7/4 (rys. 2).
W jakiej odleglosci H od osi optycznej soczewki nalezy umiesci¢ dno naczynia

z woda, aby otrzymaé¢ na nim ostry obraz przedmiotu? Wysokosé¢ warstwy wody
w naczyniu wynosi d = 20 cm, wsp6lezynnik zalamania wody n = 4/3.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2022

Przypominamy tres¢ zadan:

744. Z péinocnego bieguna Ziemi chcemy wystrzeli¢ pocisk balistyczny (poruszajacy si¢ pod
wplywem sily cigzkosci), ktéry trafi w punkt na réwniku, nadajac mu najmniejsza mozliwg predkosé
poczatkowsa. Znalezé warto$é tej predkosci oraz kat, pod ktérym nalezy oddaé wystrzal. Opory ruchu
zaniedbujemy, przyjmujemy, ze Ziemia jest jednorodng kulg o promieniu R.

745. Dlugi cienki pret porusza sie ze stala predkoscia wzdluz swojej osi. Obserwator znajduje
sie w duzej odlegtodci od osi. W chwili, gdy promien skierowany na $rodek preta utworzyt kat o
z kierunkiem jego ruchu, widziana dlugos¢ preta okazata si¢ réwna jego dlugosci spoczynkowej.
Znalezé predkos$é preta.

744. Pocisk porusza sie po fragmencie AB elipsy (rys. 3), ktérej jedno
z ognisk Fj znajduje si¢ w Srodku Ziemi, a o$ wielka lezy na symetralnej
odcinka AB laczacego punkty startu i ladowania. Z zasady zachowania energii

mamy zwiazek:
mu? ~ GMm GMm

) 2 R 2’

gdzie a jest pélosia wielka elipsy, M masg Ziemi, a v predkoscia poczatkowa
pocisku o masie m. Predko$¢ ta jest najmniejsza, gdy minimalna jest energia
calkowita, a tym samym minimalna jest o$ wielka elipsy. Zatem drugie ognisko
elipsy Fy lezy na odcinku AB, a 0§ wielka elipsy wynosi:

R

7

Podstawiajac (2) do (1), otrzymujemy minimalng warto$¢ predkosci poczatkowej

pocisku:
2GM km
=, = =4/2 2-1)=72—.
! R(V2+1) V 9R <\[ ) 2

Styczna do elipsy w dowolnym punkcie P (rys. 4) jest prostopadla do
dwusiecznej kata utworzonego przez odcinki taczace ogniska elipsy z punktem P.
Kat F1 AF; = 45°, dwusieczna tego kata tworzy z odcinkiem Fj A kat 5 = 22,5°,
z rysunku 3 widaé, ze kat, jaki tworzy wektor predkosci poczatkowej pocisku

z powierzchnig Ziemi, wynosi rowniez 22,5°.

2) 20 = |AF)| + |AFy| = R+

745. Niech dlugo$é spoczywajacego preta wynosi ly. Jego dlugosé w uktadzie,
w ktérym pret porusza sie z predkoscia v réwnolegle do swojej osi, jest réwna

I =1g4/1— Z—;, gdzie c jest predkoscia Swiatta. Zalézmy, ze w pewnej chwili

do obserwatora dociera $wiatto wystane przez przedni Obserwowana dlugosé preta
koniec preta w chwili t1, a przez tylny koniec w chwili t5 2
loy/1- &
C

(rys. 5). Zachodzi zwiazek t; + = =ty + 2.

Widziana dlugos¢ preta wynosi

l1 :l—|—’U(t1 —tg) :l—|—’U
r1,7T2 > l1, bo obserwator znajduje sie daleko, zatem

To —T1 = ll COS Q.

h

1 — veosa :

r2—n Podstawiajac I; = Iy, otrzymujemy szukana predkoéé

preta

2ccos «
U = 72.
1+ cos®
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Czoléwka ligi zadaniowej
Klubu 44 F
po zakoriczeniu
roku szkolnego 2021/22

Stawomir Bué (Mystkéw)

Jacek Konieczny (Poznan)

Jan Zambrzycki (Bialystok)
Ryszard Wozniak (Krakéw)
Marian Lupiezowiec (Gliwice) 2 — 32,56
Pawel Perkowski (Ozaréw Maz.) 4 — 32,13
Andrzej Nowogrodzki (Chocianéw)3 — 18,61
Pawel Kubit (Krakéw) 15,73
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 16 — 12,94

Lista obejmuje uczestnikéw ligi, ktérych
stan konta wynosi co najmniej 12
punktéw i ktérzy przystali rozwigzanie co
najmniej jednego zadania z rocznika 2020,
2021 lub 2022.

Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 F w roku szkolnym 2021/2022

Wspélczynniki trudnosci tegorocznych zadan roztozyly sie dosyé symetrycznie —
$rednia wyniosta 2,22, pie¢ przekroczylo tréjke, cztery byly mniejsze od dwdch.

Najwiecej probleméw sprawilo zadanie 723 (WT = 3,77), gdzie relatywistyczna
czastka o znanej masie i energii kinetycznej zderza si¢ niesprezyscie z taka sama
czastka spoczywajaca. Nalezalo znalez¢é maksymalna energie, jaka mogta byé
wykorzystana do wytworzenia nowych czastek. Energia ta jest réznica miedzy
energiami spoczynkowymi produktéw i substratow reakcji, tymczasem wiekszosé
uczestnikow przyjeta zatozenie, ze catkowita masa ukladu nie zmienia sie.

Trudno$ci sprawily tez zadania z elektromagnetyzmu. Zadanie 727 (WT = 3,27),
gdzie réwniez nikt nie zdobyl maksymalnej oceny, polegato na znalezieniu
wytrzymalosci drutu, z ktérego wykonano zwojnice, aby nie ulegl on rozerwaniu

podczas przeptywu pradu. Nadestane rozwigzania zawieraly zalozenie, ze
indukcja pola magnetycznego, w ktérym znajduje sie pojedynczy zwdj, jest
w przyblizeniu taka sama, jak od calej zwojnicy. W rzeczywistosci stanowi ona

polowe tej wielkosci.

Zadanie 728 (WT = 3,23) dotyczylo ruchu czastki
natadowanej w skrzyzowanych polach elektrycznym

i magnetycznym z zadana predkoscia poczatkowa.
Maksymalne oceny uzyskali za nie Piotr Adamczyk,
Konrad Kapcia i Tomasz Wietecha. Pozostale
rozwiazania zawieraly bledy, a niektorzy uczestnicy
nadestali tylko drugie zadanie z tej serii, stad
stosunkowo wysoki wspoétczynnik trudnodci.

W zadaniu 733 (WT = 3,06) zmienne pole
magnetyczne w obszarze wewnatrz przewodzacego
pierscienia w ksztalcie okregu wytwarzalo w nim stala
site elektromotoryczna. Nalezalo znalezé napiecie
miedzy dwoma punktami tego okregu, do ktérych

na zewnatrz drutami oporowymi dotaczony byt
amperomierz. Bezblednie rozwiazal to zadanie Piotr
Adamczyk. Pozostali uczestnicy czesto nie brali pod
uwage, ze sila elektromotoryczna indukcji powstawala
w kazdym elemencie okregu.

Zadanie 738 (WT = 2,71) bylo zadaniem z kinematyki.
Stozek toczyl sie bez podlizgu po plaszczyznie poziomej,
a jego os$ obracala si¢ z zadana predkoscia katowa
woké!t osi pionowej przechodzacej przez wierzchotek
stozka. Polecenie brzmiato: ,Wyznaczy¢ predkosé
liniowa dowolnego punktu $rednicy podstawy stozka
lezacej w plaszczyznie pionowej”. Mialam na mysli

Klub 44 M

plaszczyzne pionowa zawierajaca o$ stozka oraz jego
tworzaca styczng do podloza — i tak zrozumiata to
wiekszo$¢ uczestnikéw, ale nie zostalo to doprecyzowane
w treéci zadania. Dlatego nie obnizalam punktow za
przyjecie innej interpretacji. Kluczowe w tym zadaniu
bylo znalezienie zwiazku miedzy predkosciami katowymi
obrotu stozka wokét wtasnej osi i obrotu tej osi wokét
osi pionowej. Poprawnie zrobili to Piotr Adamczyk

i Piotr Laba, ktorzy uzyskali oceny maksymalne.

Nie byto oceny maksymalnej w zadaniu 734

(WT = 2,63), gdzie nitka odwijana ze szpulki toczacej
sie po stole wyciagana byta stalg sila przez otworek
powyzej szpulki. Prawie wszyscy poradzili sobie

z dynamika zadania, gorzej bylo z kinematyka, czyli
z odpowiedzig na pytanie, jaka dlugos¢ nici zostala
wyciagnieta przez otwér. Najblizszy prawidlowej
odpowiedzi byl Pawel Perkowski.

Czterech uczestnikéw przekroczylo w tym roku granice
44 punktéw — Tomasz Wietecha po raz szesnasty (!),
Piotr Adamczyk i Konrad Kapcia po raz drugi,
Ryszard Baniewicz po raz pierwszy. Podobnie

jak w roku ubieglym, najbardziej skuteczny okazal

sie Piotr Adamczyk, ktory przystal rozwigzania
wszystkich zadan, a za 15 z nich otrzymal oceny
maksymalne.

Zadania z matematyki nr 855, 856

Redaguje Marcin E. KUCZMA

855. Rozwazamy funkcje f: [0,1] — [0, 00) spelniajace warunki: f(1) =1 oraz

1-44

flx+y) = fx) + fly),

gdy z,y,z+y € [0,1].

Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe C' > 0 o tej wlasnosci, ze dla kazdej rozwazanej
funkcji f ma miejsce oszacowanie: f(z) < Cx (dla z € [0,1]).

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2023

856. Rozstrzygnal, czy istnieje ciag nieskonczony (a1, as, as, ..

.) o wyrazach

catkowitych dodatnich taki, ze kazda dodatnia liczba calkowita wystepuje

dokladnie raz w kazdym z ciagéw (a1, as,as, ..

di = |CL7; — ai+1|.

.) oraz (dy,ds,ds, .. .), gdzie

Zadanie 856 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2021/22

Stanistaw Bednarek 2 — 42,60
Krzysztof Maziarz 40,67
Tomasz Wietecha 13 - 39,23
Pawel Najman 8 — 38,88
Mikotaj Pater 2 — 38,30
Krzysztof Zygan 38,26
Marcin Kasperski 4 - 37,65
Adam Woryna 3 - 36,14
Radostaw Kujawa 35,83
Janusz Olszewski 22 — 34,88
Norbert Porwol 34,16
Tomasz Czajka 33,74
Pawetl Kubit 7 - 28,03
Marian Lupiezowiec 1-27,63
Piotr Sottan 27,12
Janusz Wojtal 25,48
Jedrzej Biedrzycki 24,36
Janusz Fiett 3 —23,73
Szymon Tur 22,47
Marcin Matogrosz 4 — 20,62
Michal Kieza 4 — 20,46

Piotr Kumor 15 — 20,31

Karol Matuszewski 1-19,74
Grzegorz Wiaczkowski 19,44
Roksana Stowik 217,94
Semen Stobodianiuk 17,86
Lukasz Merta 2 - 17,69
Krzysztof Kaminski 3 - 17,36
Marek Prauza 4 — 16,62

Piotr Laba 14,50

Legenda (przykladowo):

stan konta 7 — 28,03 oznacza, ze uczestnik
juz siedmiokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (6smej) rundzie ma

28,03 punktow.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
13 punktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2020, 2021
lub 2022.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z ligy trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wroéci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M
(w kolejnosci uzyskiwania
statusu weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (15), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (22),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (13), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek (7), P. Kubit (7),

J. Cisto (16), W. Bednarek (9),

D. Kurpiel, P. Najman (8), M. Kieza (4),
M. Kasperski (4), K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz, Z. Skalik (4),

A. Dzedzej, M. Miodek, M. Malogrosz (4),
K. Kaminski, J. Fiett, M. Spychala (4),
A. Kurach

(jesli uczestnik przekroczyl bariere

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Rozwigzania zadan z numeru 10/2022

Przypominamy tres¢ zadan:

847. Dana jest funkcja ciagla f: R — R o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej pary liczb a, b, gdzie
a < b, istnieja liczby u, v takie, ze a < u < v < boraz f(u) < f(z) < f(v) dla z € [a, b]. Udowodnié,
ze funkcja f jest niemalejaca.

848. Niech n bedzie ustalong liczba naturalng, n > 3. Niech X bedzie zbiorem wszystkich ciggow
nieskoriczonych (x1,x2,...) o wyrazach x; € {1,...,n} i niech B bedzie zbiorem wszystkich
ciggéw nieskoniczonych (b1, bs,...) o wyrazach b; € {0, 1}. Wyjasnié, czy istnieje réznowartosciowe
odwzorowanie zbioru X na caly zbiér B takie, ze (dla kazdej liczby naturalnej k): jezeli dwa ciagi
(zi), (yi) ze zbioru X pokrywaja si¢ na odcinku poczatkowym dlugosci k (tzn. z; = y; dla i < k),
to ich obrazy takze pokrywaja si¢ na odcinku poczatkowym dlugosci k.

847. Wezmy dowolne liczby a < b; nalezy dowies$é, ze f(a) < f(b). Oznaczmy
przez m i M najmniejsza i najwicksza wartosé funkcji f na przedziale [a, b].

Z zalozenia istnieja liczby u,v € [a,b], u < v, dla ktérych f(u) = m, f(v) = M.
Przyjmijmy, ze u jest najmniejsza, za$ v — najwieksza liczba (w przedziale [a, b))
o powyzszej wlasnoéci (ich istnienie wynika z ciagloéci funkcji f).

Przypusémy, ze a < u; wiec f(z) > m dla z € [a,u). W my$l zalozenia, istnieja
w przedziale [a,u] liczby v/ < v/, w ktérych f przyjmuje (odpowiednio)

swoja najmniejsza i najwigksza warto$¢ na [a, u]. To jednak niemozliwe, bo
najmniejsza wartoscia jest m = f(u), i nie jest ona osiagana w zadnym punkcie
przedziatu [a,u). Sprzeczno$é pokazuje, ze u = a. Analogiczne rozumowanie
pokazuje, ze v = b. Zatem f(a) =m < M = f(b).

848. Istnieje. Jako przyklad niech postuzy kodowanie z uzyciem blokéw (stéw
binarnych):

Bi =1, B =01, B3 =001, B4 = 0001, ...,
Ba1=00...01, B, =00...00.

n—2 n—1
Wezmy dowolny ciag x € X (stowo nieskoriczone): x = zyz... (zapis bez
nawiaséw i przecinkéw; z,y, z,... € {1,...,n}). Przyporzadkujmy mu ciag
(stowo) b= F(x) € B: b= ;6,0.... (bloki napisane jeden za drugim —
konkatenacja stéw ;). Jasne, ze jesli dwa slowa z X pokrywaja sie na odcinku
poczatkowym, to ich F-obrazy pokrywaja sie na odcinku poczatkowym
co najmniej tej samej dtugodci.

Wezmy teraz dowolny ciag zerojedynkowy b € B i zauwazmy, ze dokladnie jedno
ze stéw [3; jest jego odcinkiem poczatkowym. Odrzucamy ten odcinek; to, co
zostaje, jest znow dlugim slowem binarnym, rozpoczynajacym sie doktadnie
jednym ze stow §;; itd. Indukcyjnie uzyskujemy jednoznaczne przedstawienie
rozwazanego (nieskonczonego) stowa binarnego w postaci konkatenacji

b= 3.6,0..... Ciag x = zyz... jest elementem zbioru X, za$ b = F(x).
Opisane odwzorowanie B — X jest odwréceniem przyporzadkowania F

i uzasadnia jego bijektywnosc.

Przyklad ilustrujacy metode ,rozkodowania”, gdy n =4 (wiec 81 =1, 52 = 01,
B3 = 001, B4 = 000):
b = 01010000111001 ... = 01|01|000|01|1]1|001|... — 2242113... = F~'(b).

Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 M w roku szkolnym 2021/2022

Jak co roku o tej porze, przyjrzyjmy si¢ wybranym zadaniom z minionego
sezonu — wiec gtéwnie tym, ktore okazaly si¢ trudniejsze (wysoki wspdlezynnik
trudnosci WT i/lub niewielka liczba poprawnych rozwiazaii LPR).
Przedstawiamy ciekawe pomysty rozwiazan oraz komentarze uczestnikéw.
Niektére ich fragmenty umieszczamy w e-wydaniu (w zakladce ,,Zalacznik do
elektronicznego oméwienia ligi matematycznej”).

* * *
Zadanie 825. [Graf wazony, n > 4 wierzchotkéw, krawedzie o wagach # 0, suma
wag = *1; tak samo w kazdym grafie uzyskanym przez zmiane znaku wag

krawedzi z wybranego wierzchotka; takze przy powtérzeniu tej operacji; mozliwe
wartosci iloczynu wag?] (WT = 2,50; LPR = 6).
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Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, S. Bednarek,

A. Czornik, A. Daniluk, Z. Galias,

L. Garncarek, J. Garnek, A. Idzik,

P. Jedrzejewicz, G. Karpowicz,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,

J. Lazuka, J. Matopolski, L.. Merta,

J. Mikuta, E. Orzechowski, R. Pagacz,
M. Pater, K. Patkowski, K. Piéro,

F. S. Sikorski, J. Siwy, R. Stowik,

S. Solecki, T. Warszawski, G. Zakrzewski,
B. Zmija;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski, P. Burdzy,
T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jadniewski, A. J6zwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latala, P. Lipinski, P. Lizak,

P. Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, K. Matuszewski, R. Mazurek,
H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, K. Morawski,

M. Mostowski, W. Nadara, W. Olszewski,
R. Pikuta, B. Piotrowska, W. Pompe,

M. Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel,

Z. Sewartowski, A. Smolczyk, P. Sobczak,
Z. Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,
W. Tobi$, K. Trautman, P. Wach,

J. Wegrecki, K. Witek, A. Wyrwa,

M. Zajac, Z. Zaus, K. Zawistawski,

P. Zmijewski.

(1)

cP _ CR

CE — CD>

zatem APCFE ~ ARCD; stad

2) $CEP = ¥CDR = ¥QDR = ¥QOR
oraz (wobec (1)):

(3) ¥CED = ¥COM = xROM

ACPR ~ ACOM ~ ACBD ~ ACED,

w ktorym Srodkowa relacja wynika z izogonalnosci
XMCO = xDCB, a pozostale sa oczywiste; wniosek:

XPCR=xECD, wigc tez xPCE = xRCD,

Odpowiedz: —1, —1—16, +1. Bezbtedne rozwiazania, w stylu zblizonym do firmowego:
M. Adamaszek (najbardziej zwiezly opis), J. Olszewski, A. Kurach;

a z niewielkimi usterkami (latwo poprawialnymi, choé¢ zmieniajacymi
odpowiedz): J. Fiett, P. Laba, M. Spychala. Ponadto dwie prace z wieloma
istotnymi spostrzezeniami, ale z tak znaczacymi lukami, ze trudno je uznaé za
pelne rozwiazania.

Zadanie 827. [T,,, = 33...3; czy istnieja n,m takie, ze nT,, ma sume

cyfr <3m?) (WT = 2,35; LPR = 7). Nie istnieja. Piotr Kumor udowodnit,
ze (ogblniej) jesli m,n, B,g € N, B | g—1, to w zapisie przy podstawie B
liczba n- BB ... B ma sume cyfr > mB; dowdéd uzywa niebanalnych faktéw

m
pomocniczych (— e-wydanie). Inne dobre prace: M. Adamaszek, A. Kurach,

J. Olszewski, T. Wietecha, B. Zmija oraz (z niejasnosciami w opisie)
N. Porwol.

Zadanie 829. [AABC: xA < ¥B < 90° < xC; CD — wysokos¢;

O — $rodek okregu opisanego; M — érodek AC; E = symp(B);

(okrag ODM) N (prosta AC) = {M, P} = okregi DCP, DEP przystajace]

(WT = 3,29; LPR = 5). Najzwiezlej: Michal Adamaszek — rozwigzanie
firmowe, skrécone dzieki odwotaniu do twierdzenia ,,0 motylku” (opcja
sygnalizowana w ,firméwce”, A3,). Popatrzmy teraz na efektowne rozwiazanie,
jakie przedstawil Milosz Kwiatkowski: niech okrag ODM (o $rednicy OP)
przecina proste OC, C'D odpowiednio w punktach R (# O), @ (# D); mamy ciag
podobienstw tréjkatéw prostokatnych:

Zadanie 831. [A = q2022 4 p2021 4 (2021 4 42022

B = q2021 4 2022 | (2022 | 2021 odzica>be>d> 1,
be<ad; (a) A<B?A>B?

(b) Va>d >1Vq > 13b,c € (d,a): be < gad; relacja
miedzy A, B przeciwna niz w (a)] (WT = 2,52;

LPR = 6). Dobra odpowiedz na pytanie (a) (A > B)
uzyskalo wiecej oséb; ale (nieoczekiwanie) cze$é (b)
okazala sie bardziej wymagajaca: tylko M. Adamaszek,
P. Kumor, A. Kurach, M. Spychata, B. Zmija oraz
(z usterka latwo poprawialna) M. Pater.

i przez dodanie (2) i (3) (z wykorzystaniem réwnosci

MC = MD):

¥PED = ¥QOM = xQDM = ¥xCDM = ¥xPCD

— a to juz w zasadzie teza zadania. Tylko uwaga:

tu wszystko gra przy konfiguracji jak na rysunku;
jednak nazwane punkty moga leze¢ w réznych
uporzadkowaniach (na prostych CA, CD i na

okregu ODM); przy kazdym uporzadkowaniu rachunek
przechodzi po kosmetycznych zmianach (np. dodanie
(2), (3) moze si¢ okazaé odjeciem itp.).

W podobnym stylu, angazujac nieco wiecej
trygonometrii, zrobil zadanie Janusz Olszewski;
za$ w pelni rachunkowo: Mikotlaj Pater i Marian

Lupiezowiec.

Rysunek do zadania 829
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Zadanie 832. [n-kat wypukly, n > 3; znalez¢ (max k),
dla ktérego mozna tak ponumerowaé wierzcholtki 1,... n,
ze V0 € {1,...,n—1} 34, j — numery sasiednich
wierzchotkéw: |i — j| = ¢, przy czym dla £ = k sa dwie
takie pary i,j] (WT = 2,24; LPR = 8). Odpowiedz:
max k = |n?/2]. Michat Adamaszek, autor zadania,
opatrzyl je ciekawymi uwagami, ktére zamiesciliSmy
wraz z rozwiagzaniem firmowym (A3,); na przyklad
spostrzezeniem, ze dla kazdej permutacji (aq,...,an)
zbioru {1,...,n}: > lai — aipa| < [n?/2]. To samo
spostrzezenie zostalo wyodrebnione w pracach, ktoére
przystali K. Morawski i P. Kumor; ale faktycznie
jest ono obecne (bez wyeksponowania, jako fragment
dowodu) takze w pozostalych dobrych pracach

(J. Cisto, E. Merta, J. Olszewski, B. Zmija,

K. Maziarz).

Piotr Kumor, swoim zwyczajem, dotaczyl obszerny
komentarz, a w nim uwagi, jak u autora zadania; przy
tym wzmiankowane spostrzezenie jest rozszerzone

do wskazania maksimum sumy chkl la; — aiv1|, gdy
(ai,-..,a,) jest permutacja dowolnie ustalonego ciagu
rosnacego dlugosci n (niekoniecznie (1,...,n)); szczegbly
w e-wydaniu.


https://www.deltami.edu.pl/2022a/03/2022-03-delta-art-10-K44-M.pdf
https://www.deltami.edu.pl/2022a/04/2022-04-delta-art-09-K44-M.pdf

Zadanie 833. [ACEG wewnatrz okregu (), przecinajacego
proste CE; CG; EG odpowiednio w punktach

B,F; A I; D, H; okrag wpisany w figure ABC' styczny
do ©Q w punkcie K; analogiczna definicja punktéw L, M
(przy figurach DEF, GHI) = proste CK, EL, GM maja
punkt wspdlny] (WT = 3,29; LPR = 4). Rozumowanie
firmowe (skladanie jednokladnosci) zastosowal Michat
Adamaszek oraz Janusz Olszewski. Roéwniez Marek
Spychala uzyl tej samej (faktycznie) metody, choé

bez uzycia stowa jednokladno$é: wprowadzajac punkty
stycznoéci réznych okregdéw i prostych oraz stosujac
twierdzenie sinuséw do kilku tréjkatéw, ktére sie pojawity,
scharakteryzowal szukany punkt przez jego potozenie

na odcinku taczacym $érodek okregu €2 ze $rodkiem
okregu wpisanego w tréjkat CEG, dzielace éw odcinek

w okreslonej proporcji.

Na odrebna uwage zastuguje rozwiazanie, jakie
przedstawil Jerzy Cislo. Zamieszczamy w e-wydaniu
kopig tej pracy, bez zadnego retuszu, i zachecamy do jej
przestudiowania. Nie jest to latwe — objasnienia sa bardzo
lakoniczne w $rodkowym fragmencie (w ktérym ponadto
trzeba ,romb” zamienié¢ na ,réwnoleglobok”). Kto

zdota przejsé przez te nieco wyboista Sciezke, w nagrode
zobaczy naprawde tadny i niebanalny dowdd.

Zadanie 835. [z1,...,2, € {1,2,3}; n=0 (mod 3);

Hi: 2, =k} =n/3dlak=1,23=

3k, xp+...+x;=n] (WT =2,59; LPR =9).
Trudnosé¢ zasadzala sie¢ w tym, jak zapisa¢ rozumowanie
zgrabnie i czytelnie. Jerzy Cislo pokazal, ze to jak
najbardziej wykonalne: uktadamy w linii klocki dtugosci
1,2, 3, tyle samo (n/3) kazdego rodzaju; linia ma
dlugosé 2n; nalezy wykazaé, ze pewien fragment ma
dlugosé n. Przypu$émy, ze tak nie jest; przetnijmy pasek
klockéw w polowie (przecinajac przy tym pewien klocek)
i umiesémy jedna potowe nad druga. Przerwy pomiedzy
gérnymi klockami musza wypas$é wewnatrz dolnych

i odwrotnie; kazdy klocek dlugosci 1 znajdzie si¢ nad lub
pod érodkiem klocka dtugoéci 3. Usunmy klocki dhugosci 1
oraz §rodkowe fragmenty klockéw dlugosci 3.

| L[] [
[ ] l I B

Widzimy teraz tylko klocki dlugosci 2, w ilosci
nieparzystej (bo jeden przeciety). Jest ich jednak tyle,
ile (poczatkowo) byto tacznie klockéw dlugosci 2 i 3; to

oczekiwana sprzecznosé, bo jednych i drugich bylo wszak
tyle samo. To jest to!

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez
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Czytelny zapis — réwniez dzieki wizualizacji
»geometrycznej” — uzyskali Radostaw Kujawa i Janusz
Olszewski (ktéry ponadto zwrécil uwage, ze prawie

to samo zadanie znajduje si¢ w ksiazce Musztariego
Przygotowanie do olimpiad matematycznych; zad. 353).
Pozostale rozwiazania (w tym

firmowe: AS,) — to bardziej lub mniej zgrabna
formalizacja algebraiczna.

Zadanie 838. [Réwnanie 2% + y* = 22 + 1 ma
nieskonczenie wiele rozwiazan z,y, z € N\ {1}]

(WT = 2,24; LPR = 10). Witold Bednarek
zaproponowal to zadanie, wraz ze zgrabnym
rozwigzaniem, ktére zostalo opublikowane (A%,) jako
firmowe (prosta rekurencja liniowa z pitagorejskimi
parametrami 8, 15). Taka wladnie metoda zrobili to
zadanie Jerzy Cislo i Janusz Olszewski. Jednak
wiekszoé¢ prac polegata na odwotaniu do tozsamosci
X4 4+Y4 =224 P*, gdzie X,Y = 17p% & 12pq — 13¢,
7 = 289p* + 14p%q® — 239¢*, P = ¢ — 17p°.

Wystarczy tutaj wstawié¢ jako p,q dowolne liczby
catkowite, dla ktérych P = +1 (a to réwnanie Pella,
spelnione przez nieskoriczenie wiele par p, q) i przyjaé

x = |X|, y =1Y], 2 =|Z|. Podana tozsamo$¢ mozna
znalez¢ w sieci; uczestnicy najczesciej powoltywali sie

na http://sites.google.com/site/tpiezas/009
(niektérzy wypisali tozsamoséé bez zadnego odsylacza,
wiec zapewne nalezy domniemywad(!), ze samodzielnie ja
odkryli).

Metoda ,firmowa” tez jest podatna na uogdlnienia (notka
redaktora ligi w e-wydaniu).

Roéwnanie z zadania w ogdle okazalo sie znane. Liste
wszystkich 87 rozwigzan z x,y < 10* znalazl w sieci
Marek Spychata (— e-wydanie) oraz Tomasz
Wietecha, ktéry zwrdcit uwage, ze tylko jedno

z nich uzyskuje sie ze wspomnianej tozsamosci (dla

p=1,q=4).

Zadanie 842. [Trzy kota:

K(A,ra)NK(B,r5) N K(C,r¢) # 0;
NA'B'C': AAB' < AB; A'/C' < AC; B'C' < BC =
KA, ra)NK(B',rg)NK(C',rc) # 0] (WT = 2,98;
LPR = 5). Rozwiazania uznane za poprawne
(w kolejnoéci precyzji, pelnosei argumentacji oraz
czytelnodci opracowania): J. Olszewski, K. Zygan,
W. Malinowski, J. Cisto, P. Laba; zastosowane
metody ustepuja jednak prostota rozwiazaniu, jakie
znalazl autor zadania, M. Adamaszek, i ktore zostato
wydrukowane jako firmowe (A3,). Ponadto jedna
praca z bardzo dobrym pomystem, ale ze znaczacym
niedopatrzeniem w dowodzie.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

0s6b, ktére nadestaly rozwigzanie chocéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie 1 w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czltonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.


https://www.deltami.edu.pl/2022a/06/2022-06-delta-art-08-K44-M.pdf
https://www.deltami.edu.pl/2022a/06/2022-06-delta-art-08-K44-M.pdf
https://www.deltami.edu.pl/2022a/09/2022-09-delta-art-10-K44-M.pdf
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