Kilka sté6w na temat
twierdzenia Marcinkiewicza o probkowaniu
Aleksander PAWLEWICZ

Chcialbym opowiedzie¢ w tym artykule o pewnym wyniku zdolnego, mlodego
polskiego matematyka Jézefa Marcinkiewicza. Pisze ,mlodego”, poniewaz umart
w wieku zaledwie 30 lat, w roku 1940. Zostat zamordowany, jak bardzo wielu
polskich oficeréw, w Charkowie lub Katyniu. Historia zycia J. Marcinkiewicza
miala niewatpliwie smutne zakoriczenie, ale jego dzialalno$¢ matematyczna byla

L. Maligranda, bardzo intensywna, o czym $wiadczy¢ moze na przyklad fakt uzyskania tytulu
o "f]enf Z‘f:’f;gf;;g:;zoj(f}% 01;71'17 fﬁo) doktora habilitowanego w wieku 27 lat. Dzialalno$é naukowa bohatera tego
Banach Center Publications 95 (1), artykutu zwiazana byla z Uniwersytetem Stefana Batorego w Wilnie. Te i wiele

I’flsstit.“te Ofvl\\]/[athemag‘éslf olish Academy  jnnych ciekawych informacji o Zyciu i pracy J. Marcinkiewicza mozna znalezé
of Science, Warszawa . . X
w obszernym artykule Lecha Maligrandy (zob. margines).

Niewatpliwie najbardziej znanym twierdzeniem zwiazanym z tym wybitnym
polskim matematykiem jest twierdzenie Marcinkiewicza o interpolacji. Sciste
sformutowanie wymaga, by najpierw powiedzie¢ co$ o przestrzeniach funkcji L?
(indeksowanych parametrem p > 1), ograniczmy sie wiec — na razie — do
nastepujacego uproszczenia. Jesli mamy dany operator liniowy, ktérego
argumentami i wartosciami sg funkcje, to z wiedzy o zachowaniu owego
operatora w ograniczeniu do przestrzeni LP i L? wspomniane twierdzenie
pozwala wnioskowaé o jego zachowaniu na L" dla wszystkich posrednich r (czyli
p <1 < q) — stad tez okredlenie ,interpolacja”. Do tego tematu jeszcze wrécimy.

Twierdzenie o prébkowaniu

Przejdzmy teraz do sedna tego artykutu, czyli do twierdzenia Marcinkiewicza

o probkowaniu (wigcej informacji mozna znaleZé¢ we wspomnianym artykule

L. Maligrandy, paragraf 4.5.3). Samo stowo ,,prébkowanie” odnosi sie do
wyciagania wnioskéw o calej populacji na podstawie ograniczonej prébki.

W kontekscie twierdzenia Marcinkiewicza role populacji odgrywa funkcja f
okreslona na okregu jednostkowym T, a interesowaé bedzie nas Srednia

z funkcji |f|P dla pewnego p > 1. Mozna ja wyznaczy¢ jako wartosé calki fT [fIP
podzielonej przez 2w, czyli dlugos¢ okregu jednostkowego — intuicja zwigzana ze
Srednig powinna jednak Czytelnikowi wystarczy¢, jesli nie zna pojecia catki.

T Ustalmy liczbe naturalna n i powiedzmy, ze znamy wartosci funkcji f w 2n + 1
punktach z, 0, Tn 1, - -, Tn,Ln r6Wno rozmieszczonych na okregu (jak na
rysunku obok). Dysponujac taka ,probka”, mozemy mieé¢ nadzieje, ze Srednia

z | f|P po calym okregu bedzie dobrze przyblizaé¢ érednia z liczb | f(z,x)|P dla
k=0,%1,...,£n. Oczywiscie te druga mozna wyliczy¢ jako wartos¢ sumy

>k |f(@n,k) P podzielonej przez 2n + 1. Na potrzeby dalszej analizy wprowadzmy
oznaczenia na obie Srednie:

Prébka punktéw na okregu T 1 1/p 1 n 1/p
w przypadku n = 2 p = | — p , = p .
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Podniesienie jednej i drugiej $redniej do potegi 1/p pozwala wykorzystaé te
formuly do okreélenia odleglosci miedzy dwiema funkcjami f, g za pomoca
wzoru || f — gl|z» (Iub tez || f — g[|,» ). Dzigki temu bowiem odlegto$¢ miedzy
funkcja 2 - f(x) a funkcja zerowa jest dwa razy wieksza niz odleglo$é miedzy f(x)
i zerem, a nie 2P razy wicksza.

Alternatywnie, punkt (cost,sint) na s 2 . . . s . . . . s .
okregu T moina utozsamic # liczba Wréémy do samego twierdzenia. Byloby naiwnoécia oczekiwaé, ze wielkosci

t € [0,27]. Wyrazone poprzez zmienna ¢t || f[[s 1 || f||sz sa poréwnywalne — wszak érednia z |f|P moze by¢ duza nawet
;V;‘th‘;rgla“y trygonometryczne maja wtedy, gdy funkcja f zeruje sie w 2n + 1 punktach x,, ;. Dlatego ograniczymy sie
do wielomianéw trygonometrycznych stopnia n, czyli funkcji postaci
f(t) =co+ Z dj, cos(kt) + ey sin(kt). n
£(2)

I
)
>
N

zeT,

dla pewnych wspdlczynnikéw ay. We wzorze tym utozsamiliémy punkt (a,b) na
okregu T z liczba zespolona a + bi; wielomiany trygonometryczne mozna tez
jednak opisaé bez liczb zespolonych (zob. margines).
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Odnotujmy, ze dla p = 1 pierwsza
nieréwnos$é w (%)) pozostaje prawdziwa,
ale druga nie, tzn. nie istnieje stala Cy
spelniajaca odpowiednig nieréwnosé¢ dla
dowolnego f.

Nieujemng funkcje f +— || f|| nazywamy
normg, jesli dla dowolnych f, g oraz a € R
spelnia warunki:

(n1) [[fll=0 <= f=0,

(n2) la - fl| = lal - [[£]],

@3) I +gll < I+ lgll-

Wigcej o normach mozna przeczytaé

w artykule Jarostawa Gérnickiego z Ag1
oraz w tekstach: 3 < m < 4 i Podejrzane
twierdzenie o ciggach z Agl.

Uwaga dla ekspertéw: warunek As
gwarantuje, ze zdefiniowana wczes$niej
klasa L% jest przestrzenig liniows.
Warunek A nie jest spelniony np. dla
N-funkcji ¢(t) = e —t — 1; w tym
przypadku nietrudno znalezé funkcje f,
dla ktoérej $rednia z @(|f|) jest skoniczona,
ale $rednia z ¢(|2f]) juz nie.

W oryginalnym sformulowaniu twierdzenie Marcinkiewicza moéwi, ze dla takiej
funkcji oraz p > 1 zachodza nieréwnosci:

1
(%) Il < 1fllze < Cpllfller
przy czym stata Cp, moze zaleze¢ od p, ale nie od f.
Szerszy punkt widzenia — przestrzenie Orlicza

Na pierwszy rzut oka nie wida¢ zwiazkéw miedzy twierdzeniami Marcinkiewicza
o probkowaniu i interpolacji. Jednak takie zwiazki istnieja. Aby to dostrzec,
potrzebujemy spojrzeé¢ na powyzsze rezultaty w szerszym kontekscie.

Jednym z trzech gtéwnych kierunkéw rozwoju teorii matematycznych, obok
rozwiazywania aktualnych probleméw i szukania analogii miedzy istniejacymi
rezultatami, jest uogdlnianie dotychczasowych wynikéw na bardziej abstrakcyjne
struktury. Przykladem tego trzeciego nurtu sa przestrzenie Orlicza. Ich nazwa
pochodzi od nazwiska polskiego matematyka Wiadystawa Orlicza (1903-1990),
wyksztalconego we Lwowie, a po wojnie dziatajacego gtéwnie w Poznaniu.

Jednym z najprostszych przykladéw przestrzeni funkcji sa przestrzenie
Lebesgue’a LP(T). Dla zadanego p > 1 przestrzen LP(T) to zbiér tych wszystkich
funkeji f okre$lonych na T, dla ktérych zdefiniowana wezedniej wielko$é || f|| e
jest skonczona. Jak juz wspomnielismy, wielkos¢ te mozna wykorzystaé¢ do
opisu geometrii przestrzeni LP, gdyz posiada ona kilka waznych wtasno$ci
skladajacych sie na definicje normy (zob. margines).

Jak mozna uogoélni¢ powyzsza definicje? Pewnie na wiele sposobow, ale jednym
z waznych uogdélnien sa wspomniane juz przestrzenie Orlicza. Idea polega na
zastapieniu wystepujacej w definicji LP(T) funkcji (rosnacej, wypuklej) ¢ — P
przez inng (rosnaca, wypukla) funkcje o, ktéra bedziemy nazywaé N -funkcjq.
Jako zbiér przestrzeni Orlicza L¥(T) bedzie zawieraé wszystkie funkcje f, dla
ktérych srednia z o(|f]) jest skoriczona, czyli 5= [1 o(] f]) < oc.

By nadaé L?(T) jakas geometrie, powinni$my jeszcze zdefiniowaé odpowiednia
norme. W tym przypadku nie mozemy jednak powtorzyé¢ zabiegu podnoszenia
do potegi 1/p (bo czym mialaby byé potega 1/?). Zamiast tego zwréémy
uwage, ze w przypadku LP zachodzi réwnowaznos$é: norma || f||.» nie
przekracza 1 wtedy i tylko wtedy, gdy $rednia z |f|P nie przekracza 1.
Analogiczna réwnowaznosé mozemy zapostulowaé dla L¥?:

1Al <1 = 5o [l <1,
T
Z warunku (n2) na marginesie wynika, ze istnieje najwyzej jedna norma || - ||«
o powyzszej wlasnosci (zwyklo sie ja nazywaé norma Luxemburga). Da sie ja tez
zapisa¢ jawnym wzorem:

7l =t {x>0: %/w(m/» <1},
T

Na potrzeby dalszej czeéci bedziemy zakladaé, ze ¢ jest funkcja wypukla

i rosnaca, a takze lim;_,q @ =0 oraz lim;_,o @ = 00, a wigc ¢ jest tak zwang
N-funkcja. Przyjmiemy ponadto, ze zachodzi warunek As: istnieje stata D > 0

taka, ze ¢(2t) < Dyp(t) dla wszystkich ¢t > 0.
Prébkowanie w przestrzeni Orlicza a interpolacja

Wiele dotychczasowych rezultatéw dotyczacych przestrzeni LP zostalo badz

tez zostanie uogdlnionych na przestrzenie Orlicza L¥. Takze autor tego
artykulu wraz z Michalem Wojciechowskim starali si¢ uogolnié¢ twierdzenie
Marcinkiewicza o prébkowaniu na przypadek przestrzeni Orlicza, czyli zastapié
pojawiajaca sie w klasycznym sformutowaniu tego twierdzenia funkcje t — t?
przez N—funkcje. A dokladniej, odpowiedzie¢ na pytanie:

Dla jakich N—funkcji zachodza nieréwnosci (ED
z twierdzenia Marcinkiewicza o prébkowaniu?
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https://www.deltami.edu.pl/2021a/05/2021-05-delta-art-06-gornicki.pdf
https://deltami.edu.pl/2021a/06/2021-06-delta.pdf

A. Pawlewicz, M. Wojciechowski,
Marcinkiewicz sampling theorem for
Orlicz spaces,

Positivity, volume 26, 2022.

Czytelnika zainteresowanego wyczerpujaca odpowiedzia zachecam do
przeczytania naszej wspélnej pracy (szczegdly na marginesie), a tutaj
przytocze dwa — by¢ moze zaskakujace — wyniki na ten temat. W analogii do

przypadku LP, wprowadzmy norme Orlicza oparta na prébee 2n 4+ 1 punktéw:
n

> el fl@np) < 1.

=—n

<1
171l < eI,

Prawdziwe sa wowczas nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 1 (pierwsza nieréwno$¢). Dla dowolnej N —funkcji ¢ spelniajgcej
warunek As oraz dowolnego wielomianu trygonometrycznego f stopnia n
zachodzi nieréuwnosé | fllee < || f|lze-

Twierdzenie 2 (druga nier6wnos¢). Dla dowolnej N—funkcji ¢ spelniajgcej
warunek A nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1. Istnieje stata Cy > 0 taka, Ze dla dowolnego n oraz dowolnego wielomianu
trygonometrycznego f stopnia n zachodzi nieréwnosé || f|e < Cyllf|les -

2. Istnieje p > 1 takie, ze kazdy operator liniowy T (ktérego argumentami
i wartosciami sq funkcje na T), ktory jest stabego typu (1,1) i (p,p), jest
réwniez ciggly jako operator T: L¥(T) — L?(T).

Z koniecznosci, jako objaénienie zalozenia ,stabego typu” niech wystarczy

nam, ze T zachowuje si¢ ,,przyzwoicie” na przestrzeniach L' i LP. Istotne jest
jednak to, ze warunek 2 to dokladnie sformutowanie twierdzenia Marcinkiewicza
o interpolacji, w ktérym przestrzen L¥ zajmuje miejsce ,,posredniej” przestrzeni
L" (1 <r < p). Okazuje sie wige, ze w Swiecie przestrzeni Orlicza twierdzenie

o prébkowaniu jest niejako réwnowazne twierdzeniu o interpolacji!

Modele Wszechswiata dla poczatkujacych

Czes¢ 2: Upraszczamy, ile sie da

* Katedra Metod Matematycznych Fizyki,
Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

W Internecie krazy wiele sentencji,
ktérych autorstwo (nie zawsze stusznie)
przypisuje sie Albertowi Einsteinowi.
Jedna z nich jest: “Make everything as
simple as possible, but not simpler”.
(Wszystko nalezy upraszczad, jak tylko sie
da, ale nie bardziej). Jest to
prawdopodobnie uproszczona wersja
zdania z wykladu Einsteina z 1933 roku,
ktére brzmi: “It can scarcely be denied
that the supreme goal of all theory is to
make the irreducible basic elements as
simple and as few as possible without
having to surrender the adequate
representation of a single datum of
experience”.

Szymon CHARZYNSKI*

W poprzednim numerze Delty analizowaliSmy ruch mréwek po rozciagajacej

sie nici. Taka jednorodnie rozciagajaca sie na calej dtugosci ni¢ jest pomocna
jako analogia naszego rozszerzajacego sie¢ Wszechswiata. Z obserwacji wiemy, ze
galaktyki oddalaja sie od nas, przy czym predkosé oddalania jest proporcjonalna
do odlegltosci danej galaktyki. Te proporcjonalnos¢ nazywamy prawem
Hubble’a—Lemaitre’a. Jezeli na nici postawimy kropki, to z punktu widzenia
jednej wybranej kropki wszystkie inne beda sie od niej oddalaly zgodnie

z prawem Hubble’a-Lemaitre’a. Te analogie mozna uogélniaé¢ na wyzsze
wymiary: mozemy wyobrazaé sobie kropki na powierzchni nadmuchiwanego
balonu albo rodzynki w rosnacym ciedcie.

Analogie sa pouczajace, ale trzeba z nimi uwazaé. Jezeli chcemy utrzymac

staly wspotezynnik proporcjonalnosci miedzy predkoécia a odlegloscia, to jesli
ni¢ bedzie wystarczajaco dtuga, dojdziemy nieuchronnie do punktu na nici,
ktéry bedzie si¢ oddalal z predkoscia wieksza od predkosci swiatla (predkosé

te zwyczajowo oznaczamy przez c). Jest oczywiste, ze doswiadczenia z nicia,
ktora w przestrzeni rozcigga sie w ten sposob, nie da sie wykonaé. Jest to
sprzeczne z nasza wiedzg skodyfikowana w formie szczegdlnej teorii wzglednosci.
Jednak astronomowie twierdza, ze obserwuja obiekty oddalajace sie od nas

z predkodcia wieksza od c. Takiego zjawiska nie da si¢ opisa¢ jako ruchu galaktyk
w przestrzeni z taka predkoscia. Rozszerzajacego sie Wszech$wiata nie da sie
opisa¢ w ramach szczegdlnej teorii wzglednosci. To z przestrzenia pomiedzy
nami a ta galaktyka dzieje sie co$, co powoduje, ze odlegtosé¢ do galaktyki ro$nie
tak szybko. Czasoprzestrzen nie jest statyczna scena, na ktorej rozgrywa sig
historia Wszech$wiata, ale sama jest dynamicznym obiektem, ktéry podlega
ewolucji, tak jak opisuje to ogélna teoria wzglednosci Einsteina (OTW). Jak

sie wkrotce przekonamy, aby uratowaé nasza analogie, musimy nié¢ utozsamié

z przestrzenia, ktora sama sie rozciaga, a nie z czyms$, co w przestrzeni sie
porusza. To rozréznienie jest kluczowe.
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