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John Conway (1937-2020) znany jest
miedzy innymi jako twérca koncepcji
automatéw komérkowych,

a w szczegdlnodcei ich koronnego
przyktadu — Gry w Zycie (Game of Life).

Polecamy artykul pt. John Horton
Conway (1937-2020) zamieszczony
w A;l.

O ciaggu Conwaya pisal w Delcie réwniez

Wojciech Czerwinski, w artykule Dziwny
. 11

ciqg, Asy |

Jak latwo si¢ przekonaé, jesli zmienimy
postaé poczatkowej sekwencji, na
przyklad przyjmiemy L = 22, to L,, = 22
dla wszystkich n > 0. Gdy L = 4, to

w kolejnych wyrazach ciagu (Ly)nen
zawsze bedzie obecna cyfra 4, ktéra nie
wystepuje w zadnym wyrazie ciggu

z warunkiem Lo = 1. Jesli teraz Lo jest
pusta sekwencja cyfr, to wszystkie
kolejne L,, réwniez bedg puste (nie ma
czego wymawiad).

~Wymowne” ciggi
Karol GRYSZKA*

Jedna z popularnych tamigtéwek logiczno-liczbowych jest wskazanie kolejnego
wyrazu zadanego ciaggu. Czytelnik lubiacy takie zagadki moze na podstawie
podanych ponizej poczatkowych wyrazoéw

1,2,3,4,5,11,13,22,101,10,12,14.. ..
odgadnaé trzy kolejne. Rozwiazanie tej nieco trudniejszej tamigtéwki
zamieszczamy na stronie 6.

W tym artykule interesowaé nas bedzie jeden z ciekawszych ciagéw-zagadek,
opisany oraz zbadany przez Johna Conwaya. Zaldézmy, ze dany jest pewien
zestaw cyfr, na przyklad 55 — jest to jednoczesnie pierwszy element
konstruowanego ciagu. Ciag ten sktada sie z dwéch ,,piatek” i obie liczby, 2 i 5,
wymowione przy opisie pierwszego wyrazu zestawiamy do drugiego wyrazu
konstruowanego ciggu: 25. Ten nowy zestaw to jedna ,dwéjka” i jedna ,piatka”,
czyli 1215. Kazdy kolejny element konstruowanego ciagu powstaje zawsze przez
wypowiedzenie poprzedniego i zapisanie wszystkich cyfr wypowiedzianych.
Regutla ta prowadzi wiec do nastepujacych pieciu sekwencji:
55, 25, 1215, 11121115, 31123115.

Najpopularniejsza forma powyzszego ciggu jest ten zaczynajacy sie od 1 i tylko
takim przypadkiem bedziemy si¢ dalej zajmowaé. Ciag , generowany” przez 1
opisang wyzej metoda to:

1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, 13112221, 1113213211.

Ten ciag jest przykladem tak zwanych ciggdéw ,,patrz i méw”, to jest ciagow,
ktérych strona werbalna odgrywa istotnag role w konstrukeji.

Na potrzeby artykutu wprowadzimy teraz odpowiednig notacje oraz terminologie.
Niech (L, )nen 0znacza ciag otrzymany z danej sekwencji poczatkowej L = Lg
(unas L = 1) po n powtdrzeniach procedury ,patrz i méw”. Zaltézmy, ze dana
jest pewna sekwencja cyfr S, ktora mozna podzieli¢ na dwie niepuste sekwencje
A'i B (co zapisujemy S = AB) w taki sposéb, ze S,, = A, B,, dla wszystkich

n = 0, a wiec takie, ktore w kolejnych iteracjach procedury ,patrz i méw”
pozostaja od siebie niezalezne. Taki podzial oznaczymy przez S = A x B i mowimy
wtedy, ze S jest zwigzkiem A i B. Dla przykladu, zauwazmy, ze jesli L = 1, to
Ly # 11 (choé¢ Ly = 11), gdyz Lo # L1L,. Kazdy ciag nieposiadajacy rozktadu
na dwa niepuste niezalezne podciagi nazywamy pierwiastkiem.

Conway zauwazyl, ze je$li Ly = 1, to wtedy od pewnego momentu kazdy
element ciagu ,patrz i méw” (L, )nen jest zwiazkiem pierwiastkéw pochodzacych
z pewnej ustalonej grupy 92 pierwiastkéw. W przypadku ogélnym (gdy Lo jest
dowolne) sytuacja okazuje si¢ analogiczna — mozliwych pierwiastkéw réwniez
bedzie skoriczenie wiele, ale nie musza one by¢ takie same, jak pierwiastki

z przypadku Ly = 1.

Wspomnianym 92 pierwiastkom Conway nadal nazwy pierwszych 92
pierwiastkéw z tablicy Mendelejewa (od Helu do Uranu). Nie oznacza to jednak,
ze kazda sekwencja cyfr daje sie podzieli¢ na pierwiastki — rozwazajac kolejne
wyrazy ciggu ,patrz i mow” dla Ly = 1,

1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, 13112221, 1113213211,
dopiero ostatni z wyzej podanych wyrazéw jest zwiazkiem pierwiastkow:
11132 oraz 13211. Sekwencje takie jak

1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, 13112221,

czyli niedajace sie roztozy¢ na zwiazek 92 pierwiastkéw, mozemy okresli¢
mianem egzotycznych.

Powyzszy opis moze nieco przypominaé proces Wielkiego Wybuchu — na
poczatku bylo niewiele egzotycznej materii, ktéra jednak po pewnym (niedtugim
w skali kosmicznej) czasie przeksztalcila sie w znana nam materie czasteczkowa,
zbudowana z podstawowych pierwiastkéw. Z tego tez powodu dla ciagéw ,,patrz
i mow” formuluje sie twierdzenie o niezwyklej nazwie.
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Twierdzenie kosmologiczne. Wszystkie egzotyczne
pierwiastki ulegajq rozpadowi (przeksztalceniu) na
zwiqzki podstawowych pierwiastkow.

Podstawowe pierwiastki ulegaja ciaglym
przeksztalceniom miedzy soba, jednak to
przeksztalcenie nie jest , jeden do jednego” — zdarza
sie, ze pojedynczy niezalezny czton w kolejnym kroku
,rozpada sie¢” na kilka innych pierwiastkéw. Takim
przyktadem jest 13221133122211332, ktéry przechodzi
na zwiazek az 6 pierwiastkow:

1113222 % 12 % 3113 % 22 % 12 % 312.
Zdarzaja sie réwniez inne przypadki — pierwiastek
11131221131211 ,zawiera sie” w pierwiastku
111312211312113211 i oba ewoluuja zupelnie inaczej.
Jedne pierwiastki moga przeksztalcaé si¢ w inne, na
przyklad 3 przechodzi na 13 (oba sa pierwiastkami).
Najdluzszym przykladem jest ztozony z 34 cyfr:

1321132122211322212221121123222112,
ktéry ewoluuje na pojedynczy pierwiastek
111312211312113221133211322112211213322112,

a ten ostatni rozpada sie¢ w kolejnym kroku na 3 inne
pierwiastki. Ciekawostka jest réwniez fakt, ze istnieje
dokladnie jeden pierwiastek zaczynajacy sie od cyfry 2:
jest nim 22. Jedynym jednocyfrowym pierwiastkiem jest
wspomniane juz wczedniej 3.

Udowodnimy teraz kilka wlasnosci ciagéw ,,patrz

i méw”. Dla ulatwienia bedziemy dalej uzywaé
oznaczenia |S| na dlugosé (liczbe cyfr) ciagu S. Jesli
jakas cyfra x powtarza si¢ w sekwencji kilka razy po
sobie, bedziemy pisa¢ x", gdzie n to liczba powtdrzen.
Na przyktad 2221111 zapisuje si¢ w skrocie jako 231%.

Jesli dana jest na przyklad sekwencja S = 2"y, to wtedy zgodnie
z przyjeta notacja mamy S; = nxmy.

Jesli teraz chcemy podkreslié, w jaki sposob zostata
otrzymana nowa sekwencja cyfr, wstawiamy Sredniki
miedzy odpowiednimi cyframi, wskazujac, ze cyfry
miedzy Srednikami reprezentuja ,,przeczytanie”
fragmentu poprzedniego ciagu, na przyktad:

1, 11, 21, 1211, 11;12:21, 31;22;11.

Nawiasy kwadratowe [ oraz | oznaczaja odpowiednio
faktyczny poczatek lub koniec elementu ciagu lub
pierwiastka. Notacja z nawiasami kwadratowymi jest
przydatna, gdy chcemy odréznié cate pierwiastki od ich
fragmentow, ktére moga ewoluowaé zupelnie inaczej.
Zapis # n oznacza, ze dana cyfra jest r6zna od n (moze
byé réwna 0). Wobec tego napis [122%(# 2)7?] oznacza
sekwencje, ktora zaczyna sie dwiema jedynkami,
nastepnie sa w niej dwie dwdjki, konczy sie za$ cyfra
r6zng od 2 i ta cyfra nie powtarza sie 2 razy (moze sie
powtarzaé¢ mniej, moze wiecej razy).

Podstawowe wtlasno$ci. Niech A bedzie dowolnym wyrazem ciagu ,,patrz
i méw”, w ktérym zadna cyfra nie powtarza sie wiecej niz 9 razy pod rzad.

Wtedy:

1. podciagi postaci nz;mz, z* (i wyzsze potegi) i 23y> nie wystepuja w As;

2. cyfra 4 nie moze si¢ pojawi¢ w As, o ile nie bylo jej w Ap;

3 3. podciag 33 nie moze sie pojawi¢ w As.

Dowéd:

Niech teraz w A; wystepuje sekwencja x
postaci xx; xy; yy, albo jest fragmentem sekwencji kx; zx; yy; yl dla pewnych k i [.
W obu przypadkach obecny jest jednak uktad typu nzmz (zy;yy w pierwszym
przypadku i kx; zx w drugim przypadku), co, jak juz wiemy, jest niemozliwe.

1. Ciagi postaci nz;mz moga pochodzié¢ jedynie z n + m kolejnych cyfr w A, ktére
zapisaliby$Smy w postaci 2"1t™ i przeczytali jako (n +m)z, a nie jako nz;mz.

Jesli Ay zawiera ciag x?, czyli zzxa, to jest on albo postaci zz; zx, albo postaci
ax; xx; xb — oba warianty sa niemozliwe na mocy poprzedniego akapitu.

343, czyli zzayyy. Wtedy albo jest ona

2. Cyfra 4 w Ay moze pochodzié jedynie od fragmentu postaci z* sekwencji A;,

co stanowiloby sprzeczno$é¢ na mocy punktu (1).

3. Sekwencja 3x3 w ciggu Ay moze pochodzié¢ jedynie z wypowiedzenia ciggu
cyfr w A; postaci 23y> dla pewnego y, ale takie ciagi nie moga wystapi¢ w A;

na mocy (1).

Na koniec przedstawimy jeszcze, bez dowodu, kilka wlasnosci ciagéw ,patrz
i méw”. Odniesiemy si¢ w nich do zachowania poczatku, korca i miejsca
wigzania pierwiastkéw w danej sekwencji.

Twierdzenie o poczatkach. Niech R bedzie dowolnym fragmentem sekwencji
pochodzacej z Ly, dla n > 2 (dopuszczamy pusty R). Wiedy dla dostatecznie
duzych k sekwencje Ry, albo sq postaci:

< [ 22

albo ich poczqtki zapetlajg sie do jednego z dwoch cykli:

Tutaj i w innych miejscach symbol —
oznacza, ze dany fragment ewoluuje do
kolejnego.

o Xt 13
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[31X7é3 — ...

o [221'X1 — 2213 — [2231X73 — ...



L...]

Rozwigzanie zadania M 1734.
Ciag (z1,x2,...,Tan+1) Nazwijmy
dobrym, jesli 1 wystepuje czesciej wsrdd
.., X2p41 Niz wéréd
, n. W pozostalych
ach ciag jest zly.

Ciggowi s = (z1,22,...,Tant1)
przypiszmy ciag

s"=1—x1,1 —x2,...,1— Top41)-

Przypusémy, ze 1 wystepuje a razy wsrod
liczb x1,x2,...,z, oraz b razy wsrdd
Tnd1,Tnt2s .-, Tant1. Wowczas
wystepuje ona n — a razy wéréd liczb
1—21,1 —x2,...,1 —x,

oraz n + 1 — b razy wsréd liczb

Twierdzenie o koncach. Koniec dowolnej sekwencji R dla dowolnego L
ostatecznie wpada w jeden z trzech cykli:

o 27
. 2311322113212221] — 213211322211312113211] —
— 21113122113322113111221131221] —
— 212322211331222113112211]
e 231221132221222112112322211n] — 21311222113321132211221121332211n)],
dla (n > 1).

Twierdzenie o podziale. Sekwencja S = AB dzieli sie na dwa niezalezne
pierwiastki S = A x B wtedy ¢ tylko wtedy, gdy A lub B jest pusty lub obie
sekwencje sq jedng z podanych nizej (tutajn > 4 oraz m < 3):

1—xpy1,1 —2pg2,...,1 —Tong1. A ‘ B
Zauwazmy jednak, ze
a<b << n—az>2n+1-0, n] [m
wiec s jest dobry wtedy i tylko wtedy, 2] [11X1 lub [13 lub [31X7é3 lub [nl
gdy s™ jest zty. Wobec tego przypisanie
s+ 8™ jest bijekcja migdzy zbiorami # 2] [2211X1 lub [2213 lub [2231)(#3 lub [227’7,0 lub 1

ciggéw dobrych i zlych, a to oznacza, ze
dokladnie potowa ciggdéw jest dobra.

Dowody zaprezentowanych faktow sg dos¢ techniczne; mozna je odnalezé

w pracy Conwaya The weird and wonderful chemistry of audioactive decay

z 1987 roku.

Komentarz do rozwigzania zadania 1064

Czytelnik Dociekliwy na pewno nie jest zadowolony
z podanego przez nas rozwiazania zadania 1064.

ZastosowaliSmy w nim wzory mechaniki klasycznej. By¢
moze takie przyblizenie jest wystarczajaco dokladne

w przypadku mas i energii wystepujacych w tresci
zadania, ale Czytelnik Dociekliwy chcialby, oczywiscie,
znaé pelne rozwiazanie, poprawne takze wtedy, gdy
ciepto reakcji ma wartos¢ poréwnywalng z masami
substratow i produktéw. Spelniajac stuszne oczekiwania
Czytelnika Dociekliwego, przedstawiamy ponizej pelne
rozwigzanie uwzgledniajace efekty relatywistyczne.

Podczas reakcji spelnione sa prawa zachowania pedu

i energii: w ukladzie laboratorium po zajsciu reakcji
sumaryczny ped produktéw bedzie réwny pedowi
deuteronu przed reakcja. Z pedami produktéw zwiazana
jest tez ich energia kinetyczna. Tylko w uktadzie srodka
masy zderzajacych sie jader sumaryczny ped przed i po
reakcji jest réwny zeru (tak definiujemy uktad $rodka
masy). Oznacza to, ze warunkiem zajScia reakcji jest, by
sumaryczna energia w uktadzie érodka masy byta réwna
sumie energii spoczynkowych produktéw, ktéra jest

o0 |Q| wieksza od sumy mas spoczynkowych substratéw.

W zderzeniach czastek o energiach catkowitych E;
i pedach p; energia dostepna w $rodku masy Fopr
spelia réwnanie:

) 2 N2
2= (D) - (S)"
1 K3
W powyzszym wzorze ¢ oznacza warto$é¢ predkosci
Swiatla, a prawa strona rownania jest niezmiennikiem
transformacji Lorentza, a ze wzgledu na spelnienie praw

zachowania pedu i energii ma te sama warto$¢ przed
reakcja i po niej.
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Zastosujmy dotychczasowe rozwazania ogoélne do
podanej reakcji. Oznaczmy mase deuteronu (pocisku)
przez m, a mase jadra N (tarczy) przez M. Brakuje
nam pedu deuteronu o energii kinetycznej EY.
Calkowita energia deuteronu: E = mc? + Ej.

Z drugiej strony: E = \/m?2c* + (pc)?. Otrzymujemy:
p?c? = E? + 2mc? Ey,. Podstawiamy do réwnania
okreslajacego energie dostepna w ukladzie srodka masy
w przypadku, gdy produkty reakcji w tym uktadzie
spoczywaja:

((m+ M)c* + Ek)2 — (B2 +2mc*Ey,) =

= ((M +m)c® + |Q|)2.

Po rozwiazaniu powyzszego réwnania wzgledem Ej,
otrzymujemy wartos¢ minimalnej energii kinetycznej
deuteru (w ukladzie laboratorium):

2
" Q1 gy

c
Dla reakcji podanej w tresci zadania wynik pelnego
rozwiazania rézni sie¢ od rozwigzania przyblizonego
(z zastosowaniem wzoréw mechaniki klasycznej)
o wyraz: Q%/(2Mc?) ~ 4-10~* MeV. Tak mata
warto$é poprawki w pelni usprawiedliwia zastosowanie
,przyblizenia klasycznego”.

By =

Uwaga: Uzyty w tresci zadania termin ,ciepto reakcji”
odnosi sie do wielkosci mikroskopowej dotyczacej
pojedynczego zderzenia. W chemii ,cieplo reakcji”
definiowane jest dla ukladéw makroskopowych, a jego
wartosé zalezy od warunkéw, w jakich przebiega reakcja
(np. pod stalym ci$nieniem czy w stalej objetosci).

Andrzej MAJHOFER
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