Niech P bedzie polem figury ograniczonej przez
krzywa C. Stosujac wzor (3) do parametryzacji
krzywych C i O, otrzymujemy:

L L
P= [aou®d= [0
0 0
L L
nr? = f/yo(t)io(t) dt = f/yo(t)ic(t) dt.
0 0
Dodajmy powyzsze réwnosci stronami:
L
@ Prmt = [ (w000 - w o) d
0

Funkcja podcatkowa jest iloczynem skalarnym wektora
vE(t) = (—yo(t), zo(t)) 1 wektora predkosci v.(t). Mamy
i) =7, gdyz (2,(t),yo(t)) € O oraz |v.(t)| = 1.
Tloczyn skalarny dwoch wektoréw nie przekracza
iloczynu ich dlugosci, wiec

L
P+7rr2</7“dt=L7“.
0

Teraz wystarczy zastosowaé nieréwnos$¢ miedzy Srednia
arytmetyczng i geometryczna:

2
(5) \/p.ngp""Tmﬂgg.

Nieréwnoéé v P - mr2 < % trzeba podzieli¢ obustronnie
przez 5 i podnies¢ do kwadratu, by otrzymac
nieréwnosé (1).

Réwnosé tylko dla kota

Pozostaje wykazaé, ze jedli L? = 4nP, to krzywa C jest
okregiem. W tym celu przesledzimy te miejsca dowodu
nieréwnosci (1), w ktérych szacowaliSémy — w kazdej

z nieréwnosci w musi by¢ réwnosé.

W pierwszej nierownosci réownoéé zachodzi tylko,

gdy P = 7r?, i wéwcezas L = VA7 P = V4n2r2 = 277,
W drugiej korzystaliSémy z szacowania iloczynu
skalarnego niezerowych wektoréw. Jest réwny
iloczynowi ich dtugosci tylko, gdy kat miedzy nimi jest
zerowy — czyli jeden z wektoréw jest rowny drugiemu
pomnozonemu przez pewng, liczbe dodatnia. Biorac pod
uwage dlugodci tych wektoréw, mamy v’ (t) = rv.(t),
czyli w szczegdlnosci

(6) e(t) = (1) = r9e(t).

Nieréwnodci (1) mozna dowie$¢ alternatywnie,
rozwazajac okrag € o srodku w punkcie (0,0)

i promieniu s oraz taka parametryzacje dodatnia Q(t),
ze odcinek C(t)Q(t) jest dla kazdego t réwnolegly

do osi OX. Analizujac miejsca szacowania w tym
alternatywnym dowodzie (wszystko przebiega tak samo,
jak to zostalo opisane w akapicie wyzej), dochodzimy
do wniosku, ze P = ws?, wiec s = r. Z réwnoéci

w szacowaniu iloczynu skalarnego otrzymamy

(7) yc(t) = Si‘c(t) = rx.c(t)'
Roéwnosci (@ i @ daja
Vae(t)? +ye(t)? = rv/ie(t)? + e(t)* = rlvc(t)| =,

wiec C jest okregiem o $rodku (0,0) i promieniu r.

O pewnych hipotezach teorii liczb

*Nauczyciel, I Liceum
im. Mikotaja Kopernika w Lodzi

Witold BEDNAREK*

Rozpocznijmy od nastepujacego zadania: udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej m liczba m? + 3m + 2 jest zlozona. Nie jest to wymagajacy problem:;
rozwiazanie polega na zauwazeniu, ze badana liczbe mozna przedstawié¢ jako
(m+ 1)(m + 2) i oba czynniki sa zawsze liczbami calkowitymi, wiekszymi

niz 1. A co, jeéli zamiast tego spytamy o liczby postaci m? +m + 2? Tutaj
poprzednia sztuczka juz nie zadziala; wielomianu w(x) = 22 + x + 2 nie jeste$my
w stanie przedstawié¢ jako iloczynu dwoch wielomiandéw o wspotczynnikach
catkowitych, réznych od wielomianu tozsamosciowo réwnego 1. Takie wielomiany
(o wspoétezynnikach catkowitych) nazywamy nierozkladalnymi. Jesli jednak
przyjrzymy sie wartosciom w(m) dla m = 1,2,..., zaobserwujemy, ze

wszystkie sa parzyste i wieksze od 2, zatem zlozone. Nietrudno uzasadni¢,
dlaczego tak jest dla dowolnej liczby naturalnej m: nieréwnosé w(m) > 2 jest
oczywista, a parzystos¢ w(m) wynika z faktu, ze w(m) = m(m + 1) + 2 i ktéras
z liczb m lub m + 1 jest parzysta.

Czy teza naszego zadania moze by¢ prawdziwa, jesli zaden z przedstawionych
dwéch argumentéw nie ma zastosowania? W 1857 roku Wiktor Buniakowski
sformutowatl hipoteze, ze nie. Niech f bedzie wielomianem nierozktadalnym

o wspdblczynnikach catkowitych i dodatnim wspélczynniku przy najwyzszej
potedze. Ponadto niech wielomian f ma stopien co najmniej 2 oraz nie istnieje
taka liczba naturalna n > 1, ktéra dzieli wartosci f(k) dla kazdego naturalnego k.
Wtedy, wedle hipotezy Buniakowskiego, istnieje nieskonczenie wiele takich liczb
naturalnych m, ze liczba f(m) jest pierwsza.
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Przyktad 1. Niech f(z) = 22 4+ 1. Wielomian ten
spelnia zalozenia hipotezy Buniakowskiego, z ktérej
wynikaloby, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych postaci m? + 1. Na przyktad liczby:

1241=2, 42 +1 =17, 102 +1 =101
22 +1=5, 62 +1 =37,

sa liczbami pierwszymi.

W 1978 roku Henryk Iwaniec (uczenn Andrzeja Schinzla)
udowodnil co$ bliskiego hipotezie Buniakowskiego

w przypadku z przykladu 1: uzasadnil, ze istnieje
nieskonczenie wiele takich liczb naturalnych m, dla
ktoérych liczba m? + 1 jest liczba pierwsza lub iloczynem
dwoch liczb pierwszych.

Przyktad 2. Niech f(x) = 2% + = + 41. Wielomian ten
spelnia zalozenia hipotezy Buniakowskiego, z ktérej
wynikaloby, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych postaci m? + m + 41. Wspomnijmy, ze
wielomian ten byt rozwazany przez Leonharda Eulera,
ktéry zauwazyl, ze liczby f(0), f(1),..., f(39) sa

pierwsze.

Jak juz wczesniej zauwazyliSmy, dla dowolnej liczby
naturalnej m ktéras z liczb m oraz m + 1 jest parzysta
(wiec, poza m = 1,2, zlozona). Nie ma jednak
widocznego powodu, dla ktérego nie mogltoby istnie¢
nieskonczenie wiele par liczb pierwszych postaci m

i m 4+ 2. Takie liczby pierwsze nazywamy bliZniaczymi,
przykladami sa:

315,
517,

111 13,
171 19,

291 31,
411 43;

hipoteza liczb blizniaczych stwierdza, ze takich par
jest nieskonczenie wiele. W 1904 roku Leonard E.
Dickson sformutowal istotne uogolnienie tej hipotezy:
Niech s > 1 bedzie dowolnie ustalona liczba naturalna
oraz fi(x) =a;x+b; dlai=1,... s, gdzie liczby
ai,...,as >0 oraz by,...,bs sa catkowite. Zatézmy
ponadto, ze nie istnieje taka liczba pierwsza p > 1,
ktéra dzieli iloczyn fi(k) - ... - fs(k) dla kazdego
naturalnego k. Wtedy istnieje nieskonczenie wiele takich
liczb naturalnych m, ze kazda z liczb fi(m),..., fs(m)
jest pierwsza.

Przyklad 3. s =2, fi(x) =z, fo(x) = © + 2. Wéwczas
dostajemy hipoteze o liczbach bliZniaczych.

Przyklad 4. s =2, fi(z) =z, fo(z) =2+ 1. W tym
przypadku prawdziwos¢ hipotezy Dicksona oznaczalaby,
ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci
2m + 1, gdzie m jest liczba pierwsza. Takie liczby
nazywamy liczbami Sophie Germain, przykladami sa:

5=2-2+1, 11=2-5+1,
7=2.3+1, 23=2-11+1.

Skoro mamy liczby pierwsze bliZniacze, to nasuwa

sie pytanie o liczby pierwsze trojacze. W pierwszym
odruchu mozna by pomysleé, ze sg to tréjki liczb
pierwszych postaci m, m + 2 i m + 4. Poza przypadkiem
m = 3 takich trojek jednak nie ma, co mozna
wywnioskowacé z faktu, ze liczby m, m+2im +4

daja rozne reszty z dzielenia przez 3. Moze w takim
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razie poszukacé trojek liczb pierwszych postaci

m, m~+ 3 im+ 6?7 To tez zty pomysl, ze wzgledu na
rozng parzystos$c liczb m i m + 3. Po chwili namystu
dochodzimy do wniosku, ze najblizej idei pierwszych
trojaczkow bylyby tréjki m, m 4+ 2 i m + 6, na przyktad:

(5,7,11), (17,19,23),

(11,13,17), (41,43,47), (101,103,107),
lub m, m 4+ 4 i m + 6, na przyktad:

(7,11,13), (37,41,43), (97,101,103).

(13,17,19), (67,71,73),

Hipoteza Dicksona pociagataby za soba istnienie
nieskonczenie wielu trojaczkéw obu typéw.

Rozwazmy teraz dowolna liczbe naturalng r > 0.
Zastanowmy sie, jak dlugi moze by¢ ciag arytmetyczny
o réznicy r, ztozony z samych liczb pierwszych.
Przypadek r = 2 juz rozwazyliSmy — tréjka (3,5,7) to
jedyny ciag arytmetyczny liczb pierwszych o réznicy 2
i dtugosci 3 (w szczegdlnoscei, nie ma dluzszego
takiego ciagu). Zalézmy zatem, ze r > 3. Niech
P1,P2,-- -, Pn bedzie najdtuzszym takim ciagiem

i niech ¢ bedzie najmniejsza liczba pierwsza, ktéra nie
dzieli r. Przypusémy, ze n > q. Poniewaz ¢ jest liczba
pierwsza i ¢ { r, to liczby p1,. .., p, daja rézne reszty
z dzielenia przez g; skoro liczb tych jest co najmniej
q, wystepuje wérod nich liczba p; podzielna przez g,

a ze sa to liczby pierwsze, musi by¢ p; = ¢q. Ponadto
réznica miedzy kolejnymi dwoma jest réwna r (czyli,
dla r > 3, wiecej niz ¢), a zatem ¢ = 1. Wynika stad
réwniez, ze w takim wypadku n = ¢q (gdyby n > ¢,

to pg+1 = ¢(1 + r) byloby liczba ztozona). Z drugiej
strony, z prawdziwo$ci hipotezy Dicksona wynikaloby,
ze istnieje nieskonczenie wiele ciagdéw arytmetycznych
liczb pierwszych o réznicy r dlugosci ¢ — 1.

Przyklad 5. Wezmy r = 6. Mamy tu ¢ = 5, zatem

n < 5. Jedli n = 5, musi by¢ p; = 5. Sprawdzamy, ze ciag
arytmetyczny (5,11,17,23,29) o réznicy 6 sklada sie

z samych liczb pierwszych. Niech teraz r = 36. Ponownie
q = b, wiec sprawdzamy ciag (5,41,77,113,149), ale
liczba 77 jest zlozona. Wobec tego musi by¢ n < 5.
Zgodnie z hipoteza Dicksona czterowyrazowych ciagéw
arytmetycznych liczb pierwszych o réznicy r = 36

jest nieskonczenie wiele. Takim jest na przyktad

ciag (31,67,103,139).

Artykut zakonczymy przedstawieniem hipotezy
Schinzla, ktéra jest uogdlnieniem jednoczeénie hipotezy
Buniakowskiego i hipotezy Dicksona. Hipoteza Schinzla
orzeka, ze hipoteza Dicksona jest prawdziwa rowniez,
gdy zamiast funkcji liniowych wezmiemy dowolne
wielomiany nierozkladalne (przy zalozeniu o braku
Strywialnych podzielnosci”, wynikajacych z prostych
kongruencji, podobnie jak w hipotezie Buniakowskiego).

Przyklad 6. s =2, fi(z) =z, fo(x) =22 + 2 + 1.
Na przyktad liczby

22 4+24+1=7,
334+341=13,

524+ 5+1=231,
172 + 17+ 1 = 307

sg liczbami pierwszymi.
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