Nieroéwnos¢ izoperymetryczna

* Uniwersytet im. A. Mickiewicza
w Poznaniu

Klasyczne zagadnienie izoperymetryczne to problem
znalezienia geometrycznej figury plaskiej o najwickszym
polu przy zadanym obwodzie. Sporo na temat

jego historii mozna przeczytaé¢ w ksiazce Okruchy
matematyki Jarostawa Gornickiego (wydanie drugie,
Warszawa 2009, str. 158-172). Opisane jest w niej
réwniez elementarne, czysto geometryczne podejscie

do rozwiazania tego problemu.

Tytulowa bohaterka artykulu jest nieréwnos¢:

(1) L? > 47 P,

w ktérej L oznacza obwdd, a P — pole pewnej figury
ptaskiej, przy czym réwnosé ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy jest ona kotem. Wynika z tego, ze:

1. spos$rdéd wszystkich figur o jednakowym obwodzie
koto ma najwigksze pole;

lub réwnowaznie:

2. sposrod wszystkich figur o jednakowym polu koto ma
najmniejszy obwod.

W niniejszym artykule przedstawiam rozwigzanie nie az
tak elementarne, za to niezwykle btyskotliwe. Pochodzi
ono z pracy Uber das isoperimetrische Problem im
Raum von n Dimensionen [Mathematische Zeitschrift
44 (1939), strony 690-696] autorstwa Erharda Schmidta.

Fizyczna intuicja

W cytowanych powyzej twierdzeniach brakuje nieco
Scistodci — doprecyzujmy zatem kilka pojec.

Figura geometryczna to cze$¢ plaszczyzny ograniczona
pewna krzywa zamknieta C, zwang jej brzegiem.

Intuicja méwi nam, ze krzywa C powinni$my mébc
narysowa¢ w skonczonym czasie, powiedzmy, T'. Niech

Dowé6d nieréwnosci

Barttomiej BZDEGA*

zatem C(t) = (z.(t), y.(t)) bedzie punktem w ukladzie
wspolrzednych, w ktérym znajduje sie rysik otéwka
w czasie t € [0,T] podczas rysowania, przy czym

C(T) =C(0), a na przedziale [0,T) funkcja C(¢) jest
réznowartosciowa i ciagta. Krzywa spelniajaca te
warunki nazywamy krzywg Jordana. Twierdzenie
Jordana orzeka, ze rozdziela ona ptaszczyzne na dwie
czesci i jest ich wspélnym brzegiem.

Opisana wyzej funkcje C : [0, 7] — R? nazywamy
parametryzacjg krzywej C. Dla przysztych rozwazan
umoéwmy sie, ze rysujemy tak, ze jesli patrzymy

w kierunku rysowania, to obszar wewnatrz krzywej
znajduje sie z lewej strony. Taka parametryzacje
krzywej nazywamy dodatnig.

Dodatkowo zalozymy, ze funkcje x.(t) i y.(t) maja
ciagte pochodne .(t) i y.(t) na przedziale (0,T),

z wyjatkiem byé¢ moze skoriczenie wielu wartosci ¢ (taka
krzywa nazywamy regularng). Mozemy wtedy wyrazié
predkosé rysika jako wektor

(2) 'Uc(t) = (i'c(t)ay.c(t))'

Pole P wewnatrz krzywej regularnej C z dodatnia
parametryzacja C(t) = (x.(t), y.(t)) dla ¢t € [0,T] mozna
obliczy¢ za pomocg wzorow:

T T

(3) P= /xc(t)yc(t) dt = — /yc(t)dcc(t) dt.

0 0
Stanowia one standard analizy matematycznej i mozna
je znalez¢ w kazdym przyzwoitym podreczniku.
W szczegdlnosci sg one bezposrednia konsekwencja
twierdzenia Greena, ktéremu jednak nie bedziemy sie
blizej przyglada¢ w tym artykule.

W dowodzie bedziemy zaktadali, ze krzywa C, bedaca brzegiem rozwazanej
figury, jest regularna, a sama figura jest wypukla.

Wybierzmy taki uktad wspolrzednych, by dla pewnych r, s > 0 krzywa C byla
wpisana w prostokat, ktérego boki leza na prostych o rownaniach:

y=s, y=-—s.

Rozwazmy dodatnia parametryzacje C(t) = (z.(t),y.(t)), w ktorej |v.(t)| = 1 dla
wszystkich ¢ (intuicyjnie: rysik oléwka porusza sie ze stala szybkoscia réwna 1);
w szczegdlnosci T' jest réwne obwodowi, T = L.

Niech O bedzie okregiem o srodku w punkcie (0,0) i promieniu r.
Parametryzujemy go tak, by odcinek C(¢)O(t) byl dla kazdego ¢ réwnolegly do

osi QY a wiec

O(t) = (x()(t))yo(t)) = (xc(t)’ /1% — xc(t)z) >

przy czym znak + dobieramy w ten sposdb, by parametryzacja O(t) byla

dodatnia.
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Niech P bedzie polem figury ograniczonej przez
krzywa C. Stosujac wzér do parametryzacji
krzywych C i O, otrzymujemy:

L L
P= [aou®d= [0
0 0
L L
nr? = f/yo(t)io(t) dt = f/yo(t)ic(t) dt.
0 0
Dodajmy powyzsze réwnosci stronami:
L
@ Prmt = [ (w000 - w o) d
0

Funkcja podcatkowa jest iloczynem skalarnym wektora
vE(t) = (—yo(t), zo(t)) 1 wektora predkosci v.(t). Mamy
i) =7, gdyz (2,(t),yo(t)) € O oraz |v.(t)| = 1.
Tloczyn skalarny dwoch wektoréw nie przekracza
iloczynu ich dlugosci, wiec

L
P+7rr2</7“dt=L7“.
0

Teraz wystarczy zastosowaé nieréwnos$¢ miedzy Srednia
arytmetyczng i geometryczna:

2
(5) \/p.ngp""Tmﬂgg.

Nieréwnoéé v P - mr2 < % trzeba podzieli¢ obustronnie
przez 5 i podnies¢ do kwadratu, by otrzymac

nieréwnosé .

Réwnosé tylko dla kota

Pozostaje wykazaé, ze jedli L? = 4nP, to krzywa C jest
okregiem. W tym celu przesledzimy te miejsca dowodu
nieréwnosci , w ktérych szacowaliémy — w kazdej

z nieréwnosci w musi by¢ réwnosé.

W pierwszej nierownosci réownoéé zachodzi tylko,

gdy P = 7r?, i wéwcezas L = VA7 P = V4n2r2 = 277,
W drugiej korzystaliSémy z szacowania iloczynu
skalarnego niezerowych wektoréw. Jest réwny
iloczynowi ich dtugosci tylko, gdy kat miedzy nimi jest
zerowy — czyli jeden z wektoréw jest rowny drugiemu
pomnozonemu przez pewng, liczbe dodatnia. Biorac pod
uwage dlugodci tych wektoréw, mamy v’ (t) = rv.(t),
czyli w szczegdlnosci

(6) e(t) = (1) = r9e(t).

Nieréwnosci mozna dowie$¢ alternatywnie,
rozwazajac okrag € o srodku w punkcie (0,0)

i promieniu s oraz taka parametryzacje dodatnia Q(t),
ze odcinek C(t)Q(t) jest dla kazdego t réwnolegly

do osi OX. Analizujac miejsca szacowania w tym
alternatywnym dowodzie (wszystko przebiega tak samo,
jak to zostalo opisane w akapicie wyzej), dochodzimy
do wniosku, ze P = ws?, wiec s = r. Z réwnoéci

w szacowaniu iloczynu skalarnego otrzymamy

(7) yc(t) = Si‘c(t) = rx.c(t)'
Roéwnosci (@ i @ daja
Vae(t)? +ye(t)? = rv/ie(t)? + e(t)* = rlvc(t)| =,

wiec C jest okregiem o $rodku (0,0) i promieniu r.
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Rozpocznijmy od nastepujacego zadania: udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej m liczba m? + 3m + 2 jest zlozona. Nie jest to wymagajacy problem:;
rozwiazanie polega na zauwazeniu, ze badana liczbe mozna przedstawié¢ jako
(m+ 1)(m + 2) i oba czynniki sa zawsze liczbami calkowitymi, wiekszymi

niz 1. A co, jeéli zamiast tego spytamy o liczby postaci m? +m + 2? Tutaj
poprzednia sztuczka juz nie zadziala; wielomianu w(x) = 22 + x + 2 nie jeste$my
w stanie przedstawié¢ jako iloczynu dwoch wielomiandéw o wspotczynnikach
catkowitych, réznych od wielomianu tozsamosciowo réwnego 1. Takie wielomiany
(o wspoétezynnikach catkowitych) nazywamy nierozkladalnymi. Jesli jednak
przyjrzymy sie wartosciom w(m) dla m = 1,2,..., zaobserwujemy, ze

wszystkie sa parzyste i wieksze od 2, zatem zlozone. Nietrudno uzasadni¢,
dlaczego tak jest dla dowolnej liczby naturalnej m: nieréwnosé w(m) > 2 jest
oczywista, a parzystos¢ w(m) wynika z faktu, ze w(m) = m(m + 1) + 2 i ktéras
z liczb m lub m + 1 jest parzysta.

Czy teza naszego zadania moze by¢ prawdziwa, jesli zaden z przedstawionych
dwéch argumentéw nie ma zastosowania? W 1857 roku Wiktor Buniakowski
sformutowatl hipoteze, ze nie. Niech f bedzie wielomianem nierozktadalnym

o wspdblczynnikach catkowitych i dodatnim wspélczynniku przy najwyzszej
potedze. Ponadto niech wielomian f ma stopien co najmniej 2 oraz nie istnieje
taka liczba naturalna n > 1, ktéra dzieli wartosci f(k) dla kazdego naturalnego k.
Wtedy, wedle hipotezy Buniakowskiego, istnieje nieskonczenie wiele takich liczb
naturalnych m, ze liczba f(m) jest pierwsza.
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