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Celem tego artykulu jest zainteresowanie Czytelnika historia obserwacji
pierécieni Saturna, ze szczegdlnym uwzglednieniem wkladu Jamesa Clerka
Maxwella (1831-1879) w wyjasnienie natury tych pierScieni. Nazwisko Maxwella
kojarzymy gléwnie z réwnaniami pola elektromagnetycznego oraz kinetyczna
teoria ciepla, jednak jego wktad w wyjasnienie struktury pierscieni Saturna jest
rownie doniosly i stanowi ostateczne rozwigzanie probleméw postawionych przez
XVII-wiecznych astronomow.

Odkrycie pierscieni Saturna

Saturn znany byl juz starozytnym, cho¢ nie byli oni $wiadomi istnienia jego
pierécieni. Pierwszym, ktéry do obserwacji tej planety wykorzystat teleskop
(w 1610 r.), byl Galileusz (1564-1642), jednak z powodu prostoty swojego
teleskopu nie byl on w stanie okresli¢, czym sa pierScienie. Blednie zgadywal,
ze po obu stronach Saturna znajduja sie dwa duze ksiezyce! Dwa lata pdZniej,
kiedy ponownie mu si¢ przyjrzal, ,ksiezyce” zniknely — teraz wiemy, ze za
drugim razem patrzyl na pierécienie, gdy byly ustawione krawedzia, przez co
byly niedostrzegalne. Galileusz uznal, ze jest to bardzo dziwne. W kolejnych
latach ponownie zwrécilt uwage na Saturna i odkryl, ze ,ksiezyce” powrdcity.
Doszedl do wniosku, ze pierscienie to pewnego rodzaju ,,ramiona”.

Lata p6zniej Christiaan Huygens (1629-1695) rozwiazal zagadke ,,ramion”
Saturna. Dzieki ulepszonej optyce teleskopu poprawnie wydedukowal, ze
,ramiona” byly w rzeczywistoéci pierscieniem. Swoje odkrycie opublikowatl
w 1659 roku w dziele Systema Saturnium. Nie bylo to pierwsze odkrycie
Huygensa zwigzane z Saturnem — cztery lata wczesniej zaobserwowal jego
pierwszy ksiezyc — Tytana.

Kilka lat po odkryciu Huygensa Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) odkryt
waska szczeline, ktéra dzieli pierscien Saturna na dwie czesci. Pierscienie te
nazwano A i B, a sama szczelina, nazwana pdzniej przerwg Cassiniego, to obszar
o szerokosci 4800 km. Jednak to nie koniec odkry¢ Cassiniego zwiazanych

z Saturnem. W latach 1671-1684 w obserwatorium paryskim, ktérego byt
zatozycielem, odkryl 4 inne ksiezyce tej planety: Japeta, Ree, Tetyde i Dione.
Obserwacji tych dokonal za pomocy teleskopu refrakcyjnego z 2,5-calowym
obiektywem pozwalajacym na 90-krotne powiekszenie obrazu.

Trzeci pierscienn Saturna zostal odkryty niezaleznie przez trzech uczonych.
Pierscienn C jako pierwszy odkryl George Bond (1825-1865) w Cambridge,
Massachusetts, w Stanach Zjednoczonych, 15 listopada 1850 roku. Nastepnie
William Dawes (1799-1868), nieSwiadomy odkrycia Bonda, zaobserwowal ten
pierscien 29 listopada tego samego roku w prywatnym obserwatorium w swoim
domu na wsi — Haddenham w hrabstwie Buckinghamshire, w $rodkowej Anglii,
a kilka dni pdzniej zaobserwowal go jego przyjaciel William Lassel (1799-1880),
réowniez w domowym obserwatorium — w Liverpoolu, w péinocnej Anglii.

Jednak te odkrycia nie odpowiedzialy na kluczowe pytanie o strukture pierécieni
i ich ewentualng stabilnos¢. Tym problemem, ktéry umykal naukowcom przez
ponad 200 lat, zajal sie 25-letni Maxwell (w listopadzie 1856 r. objal profesure
na Marischal College w Aberdeen, w Szkocji).

Pytanie o nature pierécieni Saturna nabralo w tym czasie szczegdlnego
znaczenia, poniewaz stanowito temat ogloszonego przez St John’s College

w Cambridge (Wielka Brytania) konkursu do Nagrody Adamsa w 1857 roku.
Nalezalo odnies¢ sie do hipotez na temat budowy pierScieni, to znaczy
rozstrzygnad, czy sa one brylami sztywnymi, strumieniem czastek, czy pltynem.
Adams Prize jest jedna z najbardziej prestizowych nagrod przyznawanych
przez Uniwersytet Cambridge. Jest ona przyznawana przez St John’s College
do dzisiaj, obecnie co roku, matematykowi z Wielkiej Brytanii za wybitne
osiagniecia w dziedzinie nauk matematycznych.
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Sity 1 i 2 dzialajace na pierdcien

Maxwell poswiecil dwa lata na zbadanie tego problemu i udowodnil, ze
pierécienie sktadaja si¢ z wielu malych czastek, z ktorych kazda niezaleznie
okraza Saturna. W 1859 roku otrzymal £130 nagrody (réwnowartosé

ok. 100 000 z w dzisiejszej walucie*) za esej On the stability of the motion of
Saturn’s rings, przy czym byl jedynym uczestnikiem, ktéry zrobil wystarczajaco
duze postepy, aby przesta¢ zgloszenie.

Jego praca byla tak szczegdlowa i przekonujaca, ze kiedy George Airy (1801-1892)
ja przeczytal, skomentowal:

It is one of the most remarkable applications of mathematics to physics that
I have ever seen.
Cytowane za [O’Connor, Robertson]

Przesledzmy podejscie Maxwella do tego problemu, zawarte w jego pracy
konkursowej.

Esej Maxwella o stabilno$ci pierscieni

Maxwell zaczyna swoja prace od streszczenia rozwazan Laplace’a (1749-1827)
o ruchu pierscieni Saturna. W swoich traktatach Traité de mécanique céleste,
pisanych w latach 1798-1825, Laplace badatl sily przyciagania dziatajace

na pierscien. Stad wyprowadzil réwnanie pozwalajace wyznaczy¢ stosunek
szeroko$ci pierscienia do jego grubosci. Oznaczmy ten stosunek przez .
Wspomniane réwnanie to:

e= ==
3Ry pr A+ 1)(3N2+1)

gdzie Rg to promien Saturna, z jego gestoscia pg, a Rr to promien pierscienia

o gestosci pg.

Ry ps AA-1)

Nietrudno si¢ przekonaé, ze funkcja mig}g)m (okreslona dla A > 0) jest
najpierw rosnaca, a potem malejaca, swoja maksymalng wartos¢ eqg = 0,0543
otrzymujac dla A = 2,594 — sa to wartosci przyblizone podane przez Laplace’a.
Stad jesli e jest dane, to réwnanie na A ma dwa dodatnie pierwiastki, gdy e < eg,
oraz nie ma ich w ogdle, gdy e jest wieksze. Brak rozwiazan dla zbyt duzych
wartosci e pokazuje, ze pierécienl nie moze si¢ utrzymac, jesli stosunek gestosci
planety do gestosci pierscienia przekracza pewna wartos¢. Przy dodatkowym
zalozeniu Rr = 2Rg Laplace podal ja w przyblizeniu:

1
% = €0 - 3- (RR/Rs)S ~ Tg
Zastanéwmy sie, jakie sitly dziataja na pierscien.

1. Przyciaganie Saturna — zmieniajace si¢ odwrotnie proporcjonalnie do
kwadratu odlegtosci od jego srodka.

2. Sita odsrodkowa czastek pierécienia — dzialajaca na zewnatrz i zmieniajaca sie
wraz z odlegloécia od osi biegunowej Saturna.

3. Przyciaganie samego pierscienia — w zaleznoéci od jego formy i gestosci
skierowane, w uproszczeniu, w kierunku srodka jego przekroju.

Pierwsza z tych sil musi zréwnowazy¢ druga gdzies w poblizu srodka pierscienia.
Jesli nie, zewnetrzne i wewnetrzne czesci pierscienia beda mialy tendencje do
rozdzielania sig, a pierécien ulegnie rozszczepieniu; z przytoczonych wczesniej
rachunkow Laplace’a wynika, ze tak bedzie, jesli gestosé pierécienia bedzie
mniejsza niz % gestosci planety.

We wspomnianych traktatach Laplace wykazat réwniez, ze plaszczyzny
pierécieni beda podaza¢ za réwnikiem Saturna przy kazdej zmianie jego
potozenia z powodu zaktécajacego dzialania innych cial niebieskich. Ponadto
pokazuje on, ze sztywny, jednorodny pierscien nie moze trwale obracaé sig
wokol ciala centralnego, poniewaz najmniejsze przesuniecie srodka pierscienia
wzgledem $rodka planety wywotatoby ruch, ktéry nie zostanie powstrzymany
i nieuchronnie wytraci pierécien. We wniosku, na podstawie swoich rozwazan,
Laplace uznal, ze pierécienie sa niejednorodnymi brytami sztywnymi, ktérych
srodki ciezkosci nie pokrywaja sie z ich $rodkami geometrycznymi (o réznicy
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Hipotetyczny rozpad pierscieni

Ruch pierscienia wokét planety. Rysunek
»W ogblnosci”, dopuszczajacy

niekoncentryczno$é¢ rozwazanych okregéw.

S — $rodek cigzkosci Saturna

R — $rodek ciezkoSci pierscienia

G — drodek grawitacyjny catego uktadu
B — ustalony punkt na pierscieniu

Hipotetyczna, sporej wielko$ci, punktowa
masa na obwodzie, ktérej jednak nie
obserwujemy

miedzy tymi pojeciami mozna przeczytaé w tekscie Wojciecha Kopczyniskiego
z A§y przedrukowanym w ALY). Maxwell zauwazyl, ze ten wniosek jest
nieprawdziwy — poprawne rozumowanie wraz z konkluzja to:

Twierdzenie 1. Gdyby pierscienie byly sztywne i jednorodne, to do tej
pory uleglyby zniszczeniu. Tak sie nie stalo. W konsekwencji pierscienie sq
niejednorodne lub niesztywne.

Zgodnie z tematem konkursu nalezalo odniesé¢ si¢ do ewentualnej stabilnosci
uktadu pierécieni. Maxwell zdefiniowal ja w nastepujacy sposéb:

Definicja 1. Ruch jest dynamicznie stabilny, jesli niewielkie zaburzenie
spowoduje okresowe wahanie (o malej amplitudzie) elementéw ruchu. Jesli
niewielkie zaburzenie spowoduje zmianeg, ktora narastataby w nieskonczonosé
i trwale znieksztalcita uktad, to taki ruch nazwiemy dynamicznie niestabilnym.

W jaki spos6b Maxwell odrzucil hipoteze, ze pierscien jest bryla sztywna? Byt
to wynik btyskotliwej analizy wlasnos$ci mechanicznych oraz dynamicznych
uktadu. Aby modelowaé ruch pierécieni wokot Saturna, wprowadZmy nastepujace
oznaczenia. Niech S i R oznaczaja odpowiednio srodki grawitacyjne Saturna
oraz jego pierscienia. Wybierzmy punkt G — srodek grawitacyjny systemu
(niezmienniczy wzgledem wzajemnych dziatari uktadu). Dzieli on odcinek SR
W proporcji

SG o mpg

GR N ms’
gdzie mg, mg oznaczaja odpowiednio mase Saturna i jego pierécienia. Nastepnie
musimy opisaé sity dziatajace miedzy pierscieniem a planeta, a zrobimy to za
pomoca funkcji potencjalu. Oznaczmy ja przez V. Wartoé¢ V w kazdym punkcie
Saturna uzalezniamy od polozenia danego punktu wzgledem pierscienia. Mamy

1) =y

gdzie dm jest elementem masy pierécienia, r’ — odlegloécig tego elementu od
danego punktu, oraz sumujemy po wszystkich elementach masy nalezacych
do pierscienia. Potencjal V' bedzie zaleze¢ wylacznie od polozenia punktu S
wzgledem pierdcienia, zatem mozna go wyrazi¢ w zmiennych r i ¢ (ktérych
znaczenie przedstawia rysunek na marginesie), czyli V =V (r, ¢).

Nalezy skomentowacé, ze wzor jest nieécisty z punktu widzenia wspoltczesnej
matematyki. Jest to spore uproszczenie, ktére jednak wystarczylto Maxwellowi
do przeprowadzenia koniecznych obliczernn. Wzér jest natomiast zblizony do
wspolczesnej definicji potencjatu z rozkladem masy zadanym przez miare m.
Wtedy potencjatem jest splot —‘% * dm, czyli

Vi) = _/de(y)

lz —y|’
]R3

gdzie G jest stala grawitacji. Z definicji potencjalu Maxwell wyprowadzit
rownania opisujace ruch pierscienia:

(2) mp (2r 70+ 12 - ) +(mR+ms)g—‘; 0,

(3) mp (i‘—r-6‘2)—(m3+ms)%—‘;zo,
Y oV

(4) mpk® (6 + ¢) — ms5g = 0,

gdzie k jest promieniem bezwladnoéci pierécienia wzgledem jego érodka ciezkosci.
Za ich pomoca okreslit, czy ruch pierscienia jest stabilny, czy niestabilny,
wyznaczyl jego srodek ciezkosci i potencjal w poblizu srodka pierScienia oraz
znalazl warunki na stabilno$¢ ruchu w terminach wspélczynnikéw rozwiniecia
w szereg Fouriera funkcji masy jednostki dlugosci pierécienia. Rozwiazmy za
Maxwellem prosty problem.
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Artystyczna wizja sond kosmicznych
Voyager (1977-) z mijanymi planetami
zewnetrznymi. Obraz autorstwa Dona
Davisa zaméwiony przez Jet Propulsion
Laboratory dla upamigtnienia misji.
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Zadanie 1. Znalez¢ warunki konieczne dla jednostajnego ruchu pierscienia.

Jednostajny ruch oznacza, ze r i ¢ sa stale w czasie, a zatem V = V(r, ¢) tez.
Z r6éwnania (3) mamy:
ov

.62 —— =0,
mpr + (mg + mg) 5
co pokazuje, ze predkos¢ katowa 6 jest stala w czasie i zachodzi wzdr:
. ov
62 = _mrtms OV const.
mpgr  Or
W konsekwencji mamy 6 = 0. Ponadto z otrzymujemy:
19)%
- =0,
oo

i to sa warunki, o ktére nam chodzito.
Podsumowanie pracy

W dalszej czesci eseju Maxwell pokazuje, ze sztywny pierécien nie moze by¢
stabilny poza przypadkiem, gdyby na jego obwodzie znajdowala si¢ sporej
wielkosci punktowa masa, a nic takiego nie zaobserwowano. Z drugiej strony,
plynny pierscien w zadnym wypadku nie jest stabilny i z konieczno$ci musiatby
podzieli¢ sie na male porcje. Ostatnim przypadkiem do rozwazenia jest

uklad pierécieni zlozony z ogromnej liczby niepotaczonych czastek, krazacych
wokoét planety. Co wiemy o stabilnosci tego uktadu? Czy stabilnosé¢ zalezy od
ustawienia tych czastek wzgledem siebie? Maxwell stwierdzil, Ze niezaleznie od
tego, czy czastki sg utozone w szeregi waskich pierécieni, czy moga poruszac sie
miedzy soba niezaleznie od siebie, w obu przypadkach wzajemne perturbacje
wewnatrz pierscieni beda z czasem narastaé¢ do niszczycielskich wielkosci, co

w przysztoéci poskutkuje ich unicestwieniem. Jak zatem rozstrzygnieto, ktéra
hipoteza na temat budowy pierscieni Saturna jest stuszna? Niestabilnosé

w dwoch pierwszych przypadkach postepowalaby na tyle szybko, ze proces
destrukcji uktadu pierscieni bytby juz wtedy obserwowalny, natomiast rozpad
pierécieni jako strumienia czastek postepowalby bardzo wolno. Ostatnie zdanie
autor musi poprzeé¢ autorytetem Maxwella, poniewaz zabrakloby tu miejsca
nawet na streszczenie dziesigtek stron modelowania ruchu pierécienia oraz
badania wlasnosci dynamicznych opartych na obliczeniach wykonanych w tych
modelach. Zatem jedyny system pierscieni, jaki moze istnie¢, to ten zlozony

z ogromnej liczby czastek.

Pézniejsze obserwacje dokonane przez sondy Voyager w latach 80. XX wieku
potwierdzily przewidywania Maxwella, ze pierScienie sktadaja sie z czastek,
ktére nie sa stabilne. Oczekuje sig, ze pierécienie znikna catkowicie w ciagu
najblizszych 300 milionéw lat (obecnie ich wiek szacuje si¢ na od 10 milionéw
do 100 milionéw lat).

Artykul powstat jako rozszerzenie referatu zaprezentowanego na seminarium ,,Rewolucja

Newtonowska. Matematyka i astronomia XVII wieku”, ktére odbywa si¢ na Wydziale Matematyki,
Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego.

@

Rozwigzanie zadania F 1063. Podczas

2 2 2 2 4
procesu rozpadu czastki spelnione sg zasady E} —p ¢ =mic,
, ze: 2 2 2 2 4
zachowania energii i pedu. Oznacza to, ze EZ — p2c® = m2ct.
2 .
E1+ Es = mc Skad otrzymujemy:
Y N jemy
2 2
oraz E] —E; =(FE1+ E2)(E1 — E2) =
1+ p2 =0. _ 2 2y 4
= (mj —m3)c .
Z bilansu energii widac, ze energie catkowite Po kilku prostych przeksztalceniach,
obu powstajacych mezonéw m sa poréwnywalne pamietajac, ze Ey + Fo = 7!1,(:2, otrzymujemy
z ich masami spoczynkowymi. Musimy wiec ostatecznie:
opisywaé proces rozpadu w ramach szczegdlnej
pisywac [ S T0zpe e & J (m2 +'m% — 771,3)(',2
teorii wzglednosci. Bl = ——1 2"
2m
2 2 2y 2
. . L - , ms — c
Niech 0§ = bedzie réwnoleglta do pi. Mamy Es = (m” + mj —m7) .
wéwcezas p1e = p 1 p2z = —p (pozostale sktadowe 2m
wektoréw pedu sa réwne zeru). Energie i pedy Liczbowo:
czastek zwigzane sg zaleznosciami: Ey = 284,4 MeV i Ey = 245,6 MeV.
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