* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

[ %
2

2

I a, B, a,B,
7,8 ",8 7,6 7,6
b)) — | (o)
*———o
a, B a,fB a, B, o, B,
76 7,6
Rys. 1
A D A Q\.
¢ \f
[ ]
[ 2] B
[ ]
. [ ]
() (b) *
,:1/12 a9
\ e
[ ]
B B

(d)

T2

<
.

Rys. 3. Graf polaczein po 22 rozmowach
miedzy 24 plotkarzami (niektére rozmowy
mogly odby¢ si¢ wigcej niz raz).

Plotki, ploteczki, plotunie
tukasz RAJKOWSKI*

W pewnym miescie mieszka n plotkarzy. Niestety po wprowadzeniu catkowitego
lockdownu moga oni komunikowac¢ sie wylacznie telefonicznie. Kiedy dwoje
plotkarzy rozmawia ze soba, wymieniaja si¢ wszystkimi posiadanymi
informacjami. Tuz przed wprowadzeniem lockdownu kazdy z nich dysponowal
pewna cenng plotka, nieznana pozostatym. Ilu potaczen telefonicznych potrzeba
do pelnej wymiany plotek miedzy plotkarzami?

Przyjrzyjmy sie przypadkowi n = 4. Naszymi plotkarzami beda Antek, Basia,
Celina i Damian; przez «, 3,7, oznaczmy informacje posiadane przez nich
na poczatku (rys. la). Jedli A zadzwoni do B, to po tej rozmowie oboje beda
$wiadomi av i 8. W tym czasie C' moze zadzwoni¢ do D, dzieki czemu kazde

z nich bedzie wiedzialo o v i § (rys. 1b). Wystarczy teraz, aby B zdzwonilta
siez C,a D z A, i kazde z nich wie juz o «, 8,7 1 6 (rys. 1lc). Oznacza to, ze
cztery polaczenia wystarcza. Czytelnikowi pozostawiamy uzasadnienie, ze trzy
polaczenia to za mato, aby nasyci¢ gldéd plotek czterech plotkarzy.

Pokazemy teraz, ze n > 4 plotkarzom wystarczy 2n — 4 polaczenn. Mozna si¢ o tym
przekonac, stosujac rozumowanie indukcyjne, a mozna tez postapi¢ odrobine
bardziej konstruktywnie. Wéréd n > 4 rozmoéwcdéw wyrdznijmy czterech, podobnie
jak poprzednio oznaczmy ich przez A, B, C'i D. Sposrdd nich najwieksza
gadula jest A i to on na poczatku zbiera informacje od wszystkich poza B,

C i D, wykonuje zatem n — 4 polaczen (rys. 2a). Nastepnie wykonywany jest
ciag 4 polaczen: A—B, C—D (rys. 2b), B—C' i D—A (rys. 2c¢), po ktérym
wyrozniona czworka plotkarzy wie wszystko o wszystkich. Wystarczy teraz, by
jeden z nich (powiedzmy, ze znowu A) podzielil sie swa wszechwiedza, dzwoniac
do pozostalych n — 4 plotkarzy (rys. 2d). W ten sposéb dokonala sie pelna
wymiana informacji za pomoca (n —4) +4 + (n — 4), czyli 2n — 4, polaczen.

Okazuje sig, ze powyzszy, dos¢ banalny, schemat polaczen jest optymalny — nie
jest mozliwa pelna wymiana informacji za pomoca mniejszej liczby rozméw
telefonicznych. Uzasadnieniu tego faktu poswiecona jest dalsza czes¢ artykutu.
Niech X bedzie szukang, optymalna liczba potaczen; chcemy wykazaé nieréwnosé
X > 2n — 4. Rozwazmy dowolny ciag X polaczen prowadzacych do pelnej
wymiany informacji (takie ciagi bedziemy nazywaé optymalnyms). Jesli na
rysunku zaznaczymy wszystkie wykonane potaczenia, to dowolnych dwéch
plotkarzy bedziemy mogli potaczyé¢ droga utworzona z narysowanych kresek
(gdyz inaczej nie poznaliby wzajemnie swoich tajemnic). Profesjonalnie rzecz
ujmujac, uzyskany w ten sposob graf jest spgjny. Grafy spéjne maja za$ to do
siebie, ze liczba wystepujacych w nich krawedzi nie moze by¢ mniejsza od liczby
wierzchotkéw pomniejszonej o 1, skad wnioskujemy nieréwnosé¢ X > n — 1.

Zaznaczmy teraz na rysunku pierwsze n — 2 polaczenia. Tak uzyskany graf
jeszcze nie jest spdjny, ma co najmniej dwie spdjne skladowe, czyli spdjne
zbiory wierzchotkéw. Mozna powiedzie¢ nawet wiecej — istnieja co najmniej dwie
spéjne skladowe bedace drzewami (co oznacza, ze nie maja cykli). Sposréd tych
drzewiastych skladowych wybierzmy dwie o najmniejszej liczbie wierzchotkow

i oznaczmy je T; oraz T3 (przy czym 7Tp jest nie mniejsze od Ta, tzn. |T1| < | T2/,
por. rys. 3). W ten sposéb kazdemu optymalnemu ciagowi polaczen mozemy
przypisa¢ dwie liczby: |T7| oraz |71 U T2|. Wybierzmy teraz taki optymalny ciag,
ktéry

() minimalizuje |71 U 73|,
a jesli takich ciggdw jest wiecej niz 1, to sposréd nich wybierzmy dowolny, ktéry
(ee) minimalizuje |77].

Udowodnimy najpierw, ze przy takim wyborze optymalnego ciagu zachodzi

|71| > 1. Przypusémy przeciwnie. Sktadowa T; sklada sie z jednego plotkarza,
nazwijmy go Antkiem. Po n — 2 polaczeniach nie zdradzil on jeszcze nikomu
swojego sekretu. Rozwazany ciag jest jednak optymalny, wiec tajemnica A musi
w kolejnych rozmowach zosta¢ rozpowszechniona wsréd wszystkich plotkarzy.
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Rys. 5. Pierwszych 28 potlaczen.
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W szczegolnoscei, graf ztozony z tych kolejnych potaczen musi byé¢ spéjny, jest ich
zatem co najmniej n — 1. Wraz z poczatkowymi potaczeniami daje to w sumie
2n — 3 rozméw. Na poczatku artykutu wykazaliSmy jednak nieréwnosé X < 2n — 4
(wskazujac ciag 2n — 4 rozméw skutkujacych wymiana informacji), zatem
przypuszczenie |T1| = 1 doprowadzilo nas do sprzecznosci.

Dalsza cze$¢ rozumowania oparta jest na nastepujacej, dos¢ oczywistej,
obserwacji, ktéra nazwiemy Zasada Wymiany (w skrécie ZW, nie myli¢ z , Zaraz
Wracam”):
Jesli w optymalnym ciggu rozmow wystepujg bezposrednio po sobie dwa
polgczenia, angazujgce czterech rézinych rozmowcow, to te dwa polgczenia
mozemy zamienic¢ kolejno$ciq, a otrzymany w ten sposob ciqg wcigz bedzie
optymalny.

Aby ugruntowaé oczywistosé ZW, dodajmy jeszcze, ze oba opisane w niej
potaczenia rownie dobrze mogtyby odby¢ si¢ réwnoczesnie — ich kolejnosé nie
moze mie¢ zatem znaczenia dla rozpowszechniania sie plotek.

Wiemy juz, ze w opisanym przez wymogi (e) i (ee) optymalnym ciagu zachodzi
|71] > 1. Niech ¢; bedzie ostatnim polaczeniem (wérdd pierwszych n — 2)
wykonanym przez plotkarzy przynaleznych do 7; (i = 1,2). Po zabraniu ¢;
drzewo T; rozpada sie na dwa poddrzewa; oznaczmy je T;; oraz Tia (rys. 4).
Zgodnie z ZW mozemy przesunacé polaczenia c¢; i co ,na koniec kolejki” bez
straty optymalnosci. Zatézmy zatem, ze ¢; i co byly potaczeniami o numerach
odpowiednio n — 2 oraz n — 3. Pokazemy teraz, ze wszystkie nastgpne potaczenia
rozrastaja sie” z c1, tzn. w kazdej kolejnej rozmowie co najmniej jeden

z rozmdéwcow moze zostaé polaczony ciggiem wezesniejszych rozméw z ktoryms
z uczestnikéw c;.

Przypusémy, ze jest inaczej. Niech d bedzie pierwsza rozmowa, ktéra o tym
$wiadezy (tzn. wezesniejsze, az do ¢, ,rozrastaly sie” z ¢; i g, patrz rys. 5).
Na mocy ZW mozemy (bez straty optymalnosci) zamienié¢ rozmowe d

z poprzedzajaca. .. i jeszcze poprzedzajaca... i jeszcze... i tak az dojdziemy do
rozmow c; i co. Dokonajmy jeszcze zamiany z c;, tak by mie¢ w reku optymalny
ciag rozméw, w ktérym cs i d sg rozmowami o numerach odpowiednio n — 3
in—2 (rys. 6). Prayjrzyjmy sie plotkarzom, kt6rzy uczestniczyli w rozmowie d.
Co najmniej jeden z nich musi by¢ czescia 71, inaczej nasz nowy optymalny
ciag rozméw przeczyltby wymogowi (e), gdyz | 711 U T12| < |T1 U Tz|. Bez

straty ogoélnosci przyjmijmy zatem, ze jeden z rozméwcéw nalezy do Ti2. A co

z drugim?

— Gdyby nie nalezal do T3 U T2 (rys. 7), to znéw otrzymujemy sprzecznosé z (e),
gdyz |T11 U T3] < |T1 U T2|. W ten sam sposéb odrzucamy mozliwosé
przynalezenia drugiego rozmoéwcy do Tio.

— Gdyby nalezal do T (rys. 8), to warunek (e) nie jest co prawda naruszony,
gdyz drzewa Ti1 oraz T1o—72 (tzn. ,zrosniecie” drzew Ti2 i T2) maja
sumarycznie tyle samo wierzchotkéw co 77 oraz 7. Nasz wyjsciowy
optymalny ciag polaczer mial jednak w drugiej kolejnosci realizowaé (ee),
co jest w tym przypadku naruszone, gdyz |T11| < |T1]-

Ostatecznie drugi rozméwea musi byé czescig T11. Ale wtedy mozemy znéw
skorzysta¢ z ZW i przesunaé polaczenie ¢y na tuz po ¢; (tak, aby polaczenia

d i ¢ byly wykonane jako (n — 3)-cie i (n — 2)-gie, rys. 9). Uzyskany optymalny
ciag polaczen przeczy jednak (e), gdyz [T21 U Tao| < |T1 U T3] (rys. 8).

Uf, pracowicie uzasadniliSémy, ze poczawszy od polaczenia o numerze (n — 1)
wszystkie ,rozrastaja sie” od c; i co. Niech a i 8 beda prywatnymi sekretami
plotkarzy, ktérzy wzieli udzial w rozmowie ¢;. Zastanéwmy sie nad liczbg
plotkarzy, ktérzy jednoczesnie wiedza o « i 3. Przed rozmowa ¢ nie ma takich
os6b. Bezposrednio po rozmowie ¢; mamy dokladnie dwoch takich plotkarzy,
czyli uczestnikéw c;. Z naszego odkrycia dotyczacego ,rozrastania z c; i co”
wynika, ze z kazda kolejna rozmowa liczba interesujacych nas plotkarzy wzrasta
o co najwyzej 1. Plotkarze nie spoczna, dopdki wszyscy nie dowiedzg si¢
wszystkiego, w szczegdlnoscei po zakonczeniu wszystkich rozméw nasza liczba jest
rowna n. Wynika stad, ze po rozmowie ¢; musialy mie¢ miejsce co najmniej n — 2

7



Literatura:

[1] Robert Tijdeman, On a telephone
problem, Nieuw Archief voor
Wiskunde (3), XIX, (1971), 188-192.

[2] Daniel Kleitman, James Shearer,
Further gossip problems, Discrete
Mathematics 30.2 (1980): 151-156.

[3] Krzysztof Apt, Eryk Kopeczyniski,
Dominik Wojtczak, On the
Computational Complexity of Gossip
Protocols, IJCAI (2017), 765-771.

rozmowy, wszystkich rozméw musiato by¢ zatem co najmniej 2n — 4. Poniewaz
mieliémy do czynienia z ciagiem optymalnym, nieréwnos¢ X > 2n — 4 zostala
udowodniona.

Przedstawiony problem zaczal krazy¢ wérod matematykéw na poczatku

lat 70. XX wieku i bardzo szybko doczekal sie rozwigzania (np. [1]). Powyzszy
dowdd zaczerpniety zostal z pracy [2], w ktérej w pelni przeanalizowano
sytuacje blizsza wspoélczesnym udogodnieniom technologicznym, mianowicie
plotkarze moga wymienia¢ si¢ informacjami podczas konferencji, w ktorych moze
uczestniczy¢ co najwyzej K oséb. Mozliwych uogdlnien i zwiazanych z tematem
pytan jest zreszta bardzo wiele i do dzi$ pojawiaja sie publikacje (np. [3]),
ktorych zrédta mozna doszukaé sie w naszej wdziecznej zagadce. Plotka glosi, ze
nie jest to ostatni raz, kiedy pojawia sie ona w Delcie.

O sztuce zadawania pytan Damian NIWINSKI*
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Rozwigzanie zadania M 1729.
Nie. Rozwazmy prostokat o bokach 2

i V3 podzielony w nastepujacy sposéb:

— No to do jutra! Czy spotkamy sie zndéw o dziesigtej rano?

— Niestety, Jasiu, rano nie moge, mam probe orkiestry. . .

— Aa. .. Nie wiedzialem, Malgosiu, Ze grasz w orkiestrze! Na jakim instrumencie?
— Zgadnij! — Malgosia usmiechnela sie. — Mysle, Ze wystarczq ci trzy pytania.
Jestes przeciez matematykiem.

— No c6z. .. wspolczesna orkiestra liczy kilkadziesigt réznych instrumentéw. Ale,
choé znamy sie juz od tygodnia, jeszcze nie widziatem cie z futeratem. Chyba
wiec twdj instrument nie jest latwo przenosny. Moze kontrabas, moze fortepian,
moze perkusja. .. — Jas zamyslil sie.

— Czy Twaoj instrument ma struny?

— Nie!

— A Klawiature?

— Tak!

— A zatem sq to organy. .. musze koniecznie cie ustyszed!

— Zapraszam na koncert, za tydzien gramy Symfonie Organowq Saint—Saénsa!

* ok x

Jas poradzil sobie w dwdch pytaniach, choé¢ zapewne mial troche szczescia.
Zadawanie pytan tak, by wyciagna¢ maksimum wiedzy, bedzie tematem naszych
rozwazan. Bedziemy zwykle dopuszczaé tylko dwie odpowiedzi: tak lub nie.
Wiekszo$¢ pytan da sie sprowadzié¢ do tej postaci, czasem przez zastapienie
jednego pytania seria, jak to bylo z pytaniem o instrument w powyzszej
rozmowie. Spojrzmy na rzecz abstrakcyjnie. Chcemy obmysli¢ taka strategie
zadawania pytan, by jak najszybciej dojé¢ do celu. Gdy poszukiwany obiekt
pochodzi ze zbioru o n elementach, o ktérych niewiele wiemy, to rozsadna
strategia jest podzielenie naszego zbioru na dwie czegsci o tej samej licznosei (by¢é
moze z dokladnoscia do jednego elementu) i zapytanie, czy nasz obiekt znajduje
sie w pierwszej czesdci (jesli nie — jest w drugiej). Dalej postepujemy w ten sam
sposéb, az nasz zbidr stanie si¢ jednoelementowy. Proces ten mozna przedstawié
jako drzewo, gdzie weztami sa pytania, a przejscia w lewo lub w prawo zaleza
od otrzymanych odpowiedzi. Na przyklad, gdy poszukiwany obiekt jest jedna

z 8 liter a, b, ¢, d, e, f, g, h, nasza strategia moze wygladaé tak:

a...d|e...h
a,b|c,d/ \e,f\g,h
a|b cld el f glh
YR N VAR YA

a b c d e f g h
Kiedy otrzymamy odpowiedzi: tak, nie, tak, wiemy, ze poszukiwanym obiektem
jest c. W kazdym przypadku zadamy 3 pytania, czyli binarny logarytm z n = 8.
Ogolnie, gdy 2% < n < 2F+1 wtedy postepujac w podobny sposéb zadamy & lub
k+ 1 = [log, n] pytan, co mozna latwo sprawdzi¢ przez indukcje po n.
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