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rozmowy, wszystkich rozméw musiato by¢ zatem co najmniej 2n — 4. Poniewaz
mieliémy do czynienia z ciagiem optymalnym, nieréwnos¢ X > 2n — 4 zostala
udowodniona.

Przedstawiony problem zaczal krazy¢ wérod matematykéw na poczatku

lat 70. XX wieku i bardzo szybko doczekal sie rozwigzania (np. [1]). Powyzszy
dowdd zaczerpniety zostal z pracy [2], w ktérej w pelni przeanalizowano
sytuacje blizsza wspoélczesnym udogodnieniom technologicznym, mianowicie
plotkarze moga wymienia¢ si¢ informacjami podczas konferencji, w ktorych moze
uczestniczy¢ co najwyzej K oséb. Mozliwych uogdlnien i zwiazanych z tematem
pytan jest zreszta bardzo wiele i do dzi$ pojawiaja sie publikacje (np. [3]),
ktorych zrédta mozna doszukaé sie w naszej wdziecznej zagadce. Plotka glosi, ze
nie jest to ostatni raz, kiedy pojawia sie ona w Delcie.
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Rozwigzanie zadania M 1729.
Nie. Rozwazmy prostokat o bokach 2

i V3 podzielony w nastepujacy sposéb:

— No to do jutra! Czy spotkamy sie zndéw o dziesigtej rano?

— Niestety, Jasiu, rano nie moge, mam probe orkiestry. . .

— Aa. .. Nie wiedzialem, Malgosiu, Ze grasz w orkiestrze! Na jakim instrumencie?
— Zgadnij! — Malgosia usmiechnela sie. — Mysle, Ze wystarczq ci trzy pytania.
Jestes przeciez matematykiem.

— No c6z. .. wspolczesna orkiestra liczy kilkadziesigt réznych instrumentéw. Ale,
choé znamy sie juz od tygodnia, jeszcze nie widziatem cie z futeratem. Chyba
wiec twdj instrument nie jest latwo przenosny. Moze kontrabas, moze fortepian,
moze perkusja. .. — Jas zamyslil sie.

— Czy Twaoj instrument ma struny?

— Nie!

— A Klawiature?

— Tak!

— A zatem sq to organy. .. musze koniecznie cie ustyszed!

— Zapraszam na koncert, za tydzien gramy Symfonie Organowq Saint—Saénsa!

* ok x

Jas poradzil sobie w dwdch pytaniach, choé¢ zapewne mial troche szczescia.
Zadawanie pytan tak, by wyciagna¢ maksimum wiedzy, bedzie tematem naszych
rozwazan. Bedziemy zwykle dopuszczaé tylko dwie odpowiedzi: tak lub nie.
Wiekszo$¢ pytan da sie sprowadzié¢ do tej postaci, czasem przez zastapienie
jednego pytania seria, jak to bylo z pytaniem o instrument w powyzszej
rozmowie. Spojrzmy na rzecz abstrakcyjnie. Chcemy obmysli¢ taka strategie
zadawania pytan, by jak najszybciej dojé¢ do celu. Gdy poszukiwany obiekt
pochodzi ze zbioru o n elementach, o ktérych niewiele wiemy, to rozsadna
strategia jest podzielenie naszego zbioru na dwie czegsci o tej samej licznosei (by¢é
moze z dokladnoscia do jednego elementu) i zapytanie, czy nasz obiekt znajduje
sie w pierwszej czesdci (jesli nie — jest w drugiej). Dalej postepujemy w ten sam
sposéb, az nasz zbidr stanie si¢ jednoelementowy. Proces ten mozna przedstawié
jako drzewo, gdzie weztami sa pytania, a przejscia w lewo lub w prawo zaleza
od otrzymanych odpowiedzi. Na przyklad, gdy poszukiwany obiekt jest jedna

z 8 liter a, b, ¢, d, e, f, g, h, nasza strategia moze wygladaé tak:

a...d|e...h
a,b|c,d/ \e,f\g,h
a|b cld el f glh
YR N VAR YA

a b c d e f g h
Kiedy otrzymamy odpowiedzi: tak, nie, tak, wiemy, ze poszukiwanym obiektem
jest c. W kazdym przypadku zadamy 3 pytania, czyli binarny logarytm z n = 8.
Ogolnie, gdy 2% < n < 2F+1 wtedy postepujac w podobny sposéb zadamy & lub
k+ 1 = [log, n] pytan, co mozna latwo sprawdzi¢ przez indukcje po n.
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Dla dowolnego n strategia symetryczna

zawsze gwarantuje najlepsza $rednia, ale
dla n niebedacych potegami 2 strategia

niesymetryczna moze czasem by¢ réwnie
dobra.

]

Rozwigzanie zadania M 1730.

Na poczatku zauwazmy, ze w kazdym

ruchu liczba liczb na tablicy zmniejsza si¢

o 1. Ponadto suma liczb si¢ nie zmienia,

gdyz

a+b+c+(a+b+c)=
=(a+b)+(b+c)+ (c+a).

Réwnosé

(a+b)>+Ob+c) +(c+a)?=
:a2+b2+02+(a+b+0)2

pokazuje, ze suma kwadratéw réwniez nie

ulega zmianie. Wobec tego jesli

ai,az,...,a, oznaczaja liczby, ktére sa
w pewnym momencie wypisane na tablicy,

to
1
E a; = 5 - 2022 - 2023,

- 1
E alz = r 2022 - 2023 - 4045.
o
i=1

Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza
mamy

wiec
(42022 - 2023)*

T —— =~ 1516,9.
§ - 2022 - 2023 - 4045

n =

Oznacza to, ze proces musi skonczy¢ si¢

po mniej niz 2022 — 1516 = 506 sekundach,

a to mniej niz 9 minut.

Gdyby jednak Jas uzytl tej strategii dla instrumentéw w orkiestrze symfonicznej,

nie osiagnaltby szybko celu. Pozostajac przy przykladzie z literami — sprébujmy

innych strategii. Mozemy stawiaé pytania mniej symetrycznie, na przyktad
a,byec|d...h

— [

a |b,C dvelfvgvh
a/ \b|c d|e/ flgh
<N <N YA
b c d e f glh
Y
g/ h

Wtedy dla litery a zadamy tylko 2 pytania. Jednak Srednia liczba pytan
jest rowna

(24+5-3+2-4)- & =34,
a wiec gorzej; podobnie bedzie dla kazdej innej niesymetrycznej strategii.

Co innego, gdy o naszych obiektach juz co$ wiemy i niektérych spodziewamy sie
bardziej niz innych. Tak bywa w rzeczywistym Swiecie, a takze w popularnej
grze w 20 pytan, o ktérej w ALY pisal Wojciech Guzicki. Ujmujac rzecz
matematycznie, poszukiwany obiekt jest warto$cia pewnej zmiennej

losowej X, przyjmujacej warto$ci w skoniczonym zbiorze X, wartos¢ x

z prawdopodobieristwem Pr(X = x), w skrécie Pr(z). Gdy rozklad jest jednostajny,
wartos¢ oczekiwana liczby pytan jest $rednia arytmetyczna. Jesli jednak na

przyktad
Pr(a) = i, Pr(b) = Pr(c) = Pr(d) = Pr(e) = Pr(f) = %7

to oczekiwana liczba pytan przy naszej drugiej strategii jest rowna

1 1 1 _ o7

Pr(g) = Pr(h) = ;.

a wiec lepiej niz dla strategii symetrycznej!

Jaka idea kryje sie za nasza nowa strategia? Ot6z zamiast dzieli¢ zbior na czedci
o réwnej (lub prawie réwnej) licznosci, dzielimy go teraz na czesci o mozliwie
bliskich prawdopodobienistwach. W naszym przykladzie sa to nawet réwnosci:
Pr(X € {a,b,c}) =Pr(X € {d,e, f,9,h}), Pr(X € {d,e}) =Pr(X € {f,g,h}),

i podobnie jest w kazdym wezle drzewa.

Zapamietajmy: pytanie jest najpomocniejsze wtedy, gdy obie dopuszczalne
odpowiedzi sa jednakowo prawdopodobne.

Wracajac do przykladu: czy wartosé 2% jest dla zadanego rozkladu optymalna?

Zauwazmy, ze prawdopodobienstwa sa tu szczegdlnej postaci: (%)e, gdzie ¢
jest liczba naturalna. Natomiast liczba pytan prowadzaca do obiektu o takim
prawdopodobienistwie jest przy naszej strategii wlasnie rowna ¢. Wartos¢
oczekiwana liczby pytan wyraziliSmy wiec formuta:

1

(1) H(X) = 3 Pr(e) loga s

zeX
(do oznaczenia H(X) powrdcimy za chwile). Widzimy, ze im bardziej
prawdopodobny jest dany obiekt, tym szybciej zostanie odgadniety, co wydaje
sie rozsadne. Istotnie, dla prawdopodobienstw bedacych catkowitymi potegami %
formuta gwarantuje optymalno$¢, co mozna sprawdzi¢ przez indukcje
po n. Co jednak z przypadkiem ogdlnym? Problemem moze byé Pr(z) = 0,
co zalatwiamy konwencja, ze 0 - log, % =0, gdyz limy_,o y log, % = 0. Wtedy
formuta ma zawsze sens, ale liczby log, Pr(z) moga nie by¢ caltkowite —
i wtedy nie sa liczbami pytan w zadnej strategii.
Ot6z metodami analitycznymi mozna wykazaé, ze oczekiwana liczba pytan S(X)
spelnia przy kazdej strategii nieréwnosé
(2) H(X) < S(X),
a przy optymalnej odlegto$¢ miedzy tymi wielko$ciami jest nie wieksza niz 1.

Zaleznosé te odkryl Claude Shannon, ktéry w swojej pionierskiej pracy
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Anegdota podana za: Jimmy Soni & Rob
Goodman, A Mind at Play. How Claude
Shannon Invented the Information Age,
Simon & Schuster, 2017.

Kodowanie to taka funkcja ¢
przyporzadkowujaca literom (lub innym
obiektom) ciagi bitéw, ze z ciagu

c(s1)c(s2) ... c(sm) mozna jednoznacznie
odtworzy¢ ciagg s152 ... Sm.
=
C ‘/?O
oG

Pamigtamy o naszej konwencji, ze
0 - log % =0.

L. .}

Rozwigzanie zadania M 1731.
Niech b = (n,z + 1)a + n. Wéwcezas

b2 +1= a? 4+1=0 (modn)
oraz

b2 +1= n?+1=0 (mod n? +1).

Poniewaz n i n% + 1 sa wzglednie pierwsze,

wiec n(n? 4 1) dzieli b.

z 1948 roku A Mathematical Theory of Communication wprowadzil funkcje H
i nadal jej nazwe entropii, podobno za rada Johna von Neumanna.

»Po pierwsze, jest to solidny termin w fizyce — mial powiedzie¢ wybitny
matematyk mtodszemu koledze — a co wazniejsze, nikt do konca nie wie, co to
jest, co da panu atut w dyskusji”.

W istocie nieréwnosé odnosi sie nie tylko do strategii zadawania pytan, ale
takze do kodowania wartosci zmiennej losowej przez ciagi bitow o zmiennej
dlugoéci. Na przyklad nasze powyzsze strategie wyznaczaja takie kodowania:

a b ¢ d e f g h
000 001 010 011 100 101 110 111
00 010 011 100 101 110 1110 1111

Celem jest tu osiggniecie minimalnej $redniej dlugosci zapisu, co stanowi
zagadnienie kompresji, o ktérym w obecnym numerze Delty pisze na stronie 15
Tomasz Kazana, a w Al pisal Jarostaw Duda.

Teoria informacji
Co wlasciwie wyraza funkcja H?

Shannon podjal pytanie, jakie w polowie XX wieku nabralo szczegdlnej

wagi: jak skutecznie przesylaé¢ informacje pomimo zaklécenr na laczu. Nie
chodzi tu o eliminacje przeklaman, ale o komunikacje pomimo nich: np. gdy

w ciagu zer i jedynek przeklamaniu ulegnie kazdy bit, oryginalna wiadomosé
odtworzymy bez trudu! Studia nad tym problemem doprowadzity Shannona do
matematycznej definicji informacji, niezaleznej od treéci, jakich dana informacja
dotyczy.

Dla ilustracji przypusémy, ze rzucamy dwukrotnie kostka do gry i chcieliby$my
poznaé¢ wyniki obu rzutéw, ale dane jest nam jedynie poznaé¢ ich sume lub ich
iloczyn. Ktéra opcja da nam wiecej informacji? Intuicja podpowiada, ze to
pytanie ma jaki$ sens — teoria Shannona pozwala $cisle na nie odpowiedzie¢.

Uzyteczne jest pojecie entropii zmiennej losowej Y (przyjmujacej wartosci

w zbiorze V) pod warunkiem zadanym przez zmienng losowa X. Otéz

jesli ustalimy warto$é¢ x przyjmowana przez zmienna X (z niezerowym
prawdopodobienistwem) i rozwazymy prawdopodobienstwa warunkowe

Pr(Y =y | X = z), w skrécie Pr(y | z), to mozemy utworzyé wielkosé analogiczna
do formuty :

1
(3) H(Y | z) —%Pr(y | ) - log, Prly [ 2)"

Jedli teraz udrednimy te wielkos¢ po x, otrzymamy entropie warunkowg:

(4) HY | X)=> H(Y |z) Pr(X =2).

reX
Zauwazmy, ze gdy Y zalezy funkcyjnie od X, tzn. dla kazdego = takiego, ze
Pr(x) > 0, istnieje y takie, ze Pr(y | x) = 1, wtedy Pr(y | z) - logy m jest
zawsze zerem 1 w konsekwencji H(Y | X) = 0. Kiedy natomiast X i Y sa
niezalezne (czyli Pr(y | ) = Pr(y)), wtedy H(Y | X) = H(Y). Ot6z Shannon
zdefiniowal wzajemng informacje miedzy zmiennymi X i Y jako réznice:

(5) I(X;Y)=H(Y) - H(Y | X).

Mozna udowodnié, ze wielkoéé ta jest zawsze nieujemna, a takze ze

I(X;Y) =I1(Y; X). Z wlasnosci entropii warunkowej wynika, ze dla X

i Y niezaleznych wzajemna informacja jest zerem, a maksymalna wartos¢
min(H (X), H(Y)) osiaga przy zaleznosci funkcyjnej miedzy nimi. W pewnym
sensie I(X;Y') jest miara zaleznosci miedzy X i Y. Czytelnik ma prawo uwazaé te
definicje informacji za nieco abstrakcyjna, dlatego zilustrujemy ja jeszcze jednym
przykladem, powracajac do tytutowego problemu: sztuki zadawania pytan.
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Hobbit ma przed soba n ponumerowanych skrytek.
W jednej z nich znajduje sie pierscien. Dla ulatwienia
przysztych rachunkéw zakladamy, ze n jest podzielne
przez 6. Hobbit chce znalezé pierécien, ale nie ma dosé
czasu, by przejrze¢ wszystkie skrytki. Z pomoca $piesza
dwa trolle, z ktérych pierwszy gotéw jest wskazad,
w ktorej polowie skrytek znajduje sie pierscien: czy
o numerach w przedziale [1,%], czy w [§ +1,n].
Drugi troll gotéw jest wskazaé, w ktorej czesci trzeciej,
czyli w ktérym z przedziatéw [1, 5], [§ +1, %"] lub
[2% + 1,n] znajduje si¢ pierscieni. Problem w tym, ze
pierwszy troll co trzeci raz ktamie, a drugi ktamie
co drugi raz. Hobbit moze zada¢ tylko jedno pytanie.
Ktérego trolla bardziej warto pytac¢?

Jak widzimy, drugi troll daje doktadniejsza informacje,
ale niestety czesciej ktamie. Czytelnik moze zastanowié
sie przez chwile, jak sam podszedlby do tego
zagadnienia. Mozemy zauwazy¢, ze gdyby hobbit
przeszukiwal skrytki po kolei, a pierScien znajdowatl
sie — pechowo — w ostatniej skrytce, to przy
wskazowce pierwszego trolla oczekiwany czas bylby
“5+ % ‘n= % -n, a przy wskazéwce drugiego

5 (5 +n), a wigc tyle samo. Gdyby natomiast
losowal ze wskazanego obszaru, to w pierwszym
przypadku szansa sukcesu bytaby % 24

NN

=, a w drugim

n ~ 3n’
% . % = %, a wiec lepiej. Ale mozliwych jest wiele innych
strategii. . .

Ot6z nasz hobbit postanowit obliczy¢, ktora odpowiedz
da mu wiecej informacji. Polozenie pierScienia opisuje
zmienna losowa R o wartosciach 1,2,...,n, odpowiedz
pierwszego trolla zmienna T; o wartosciach 1,2 (ktéra
poléwka), a drugiego trolla zmienna T5 o wartosciach
1,2, 3. Nie wiedzac nic wiecej, hobbit zalozyl, ze rozklad
zmiennej R jest jednostajny, a pierwszy troll decyduje
si¢ na ktamstwo z prawdopodobienstwem % niezaleznie
od wartosci R, czyli

PI‘(T1=’72T—‘ R:T>:§,
n

poniewaz prawdziwg podpowiedzig jest T} = f%}
Wynika stad, ze

i=1 =241

czyli Th ma rozklad jednostajny. Poszukiwana wartoscia
jest

I(R;Ty) = H(Tv) — H(T1 | R),
przy czym, jak tatwo sprawdzic,

H(Ty) = 3logy 2+ 3log, 2 = 1.
Zeby obliczy¢ H(Ty | R), przypomnijmy formute (3).
W naszym przypadku dla kazdej wartosci R = r mamy

H(T) |r)= %log23+%log% :logQSf%

i w konsekwencji

I(R;Ty) = 2 —log, 3.

Przypadek drugiego trolla jest nieco bardziej skomplikowany. Jesli nawet

przyjmiemy, ze troll decyduje si¢ na klamstwo z prawdopodobiefistwem 3

1

niezaleznie od wartosci R = r, to zle wartosci sa dwie i wybér jednej z nich

w zaleznosci od r moze nawet co$§ hobbitowi podpowiadaé. Nie wiedzac nic
wiecej, hobbit zaklada, ze decydujac sie na klamstwo troll rzuca (uczciwa!)
moneta i w zaleznoéci od wyniku wskazuje jedna z dwoch czedci trzecich,

w ktorej pierécienia nie ma. Intuicja podpowiada, ze jest to — z punktu widzenia
hobbita — najgorszy przypadek; do tego szczegdtu jeszcze wrocimy. Przy tym
zalozeniu latwo sprawdzié, ze rozklad zmiennej 75 jest réwniez jednostajny i

H(Ty) =33 -log, 3 =log, 3.

Natomiast dla kazdej wartoSci R = r wartosci zmiennej T przyjmowane sa
z prawdopodobienstwami warunkowymi, odpowiednio, % (dobra), i (zta),
i (zta). Dlatego, podobnie jak poprzednio, mozemy obliczy¢

H(Ty |r) = Flogy2+2- tlog,4 =3,

i taka jest tez wartos¢ H(T» | R). W konsekwencji

I(R;T;) =log, 3 — 3.

Otéz okazuje sig, ze I(R;T») > I(R;T1), co mozemy sprawdzi¢ dos$¢ prostym

Nieréwnosé sprowadza sie do
2logy 3 — 12 > 0, czyli 3" > 219,

rachunkiem, cho¢ réznica jest mniejsza niz 0,01. Tak wiec drugi troll ma —
wprawdzie niewielkg — przewage. Wréémy jeszcze do zalozenia o rzucie moneta.

Czytelnik moze sprawdzié, ze przy kazdym innym ,sposobie ktamania” (ale
utrzymujac prawdopodobienstwo prawdy %) entropia warunkowa H (T3 | R) moze
sie jedynie zmniejszy¢é; problem w tym, ze zmniejszy¢ moze sie réwniez H (Ty),
kiedy rozklad T5 nie bedzie jednostajny. Mozna jednak wykazaé, ze logy 3 — %
pozostaje ograniczeniem dolnym, czyli drugi troll jest nadal lepszy.

Dalismy tu jedynie przedsmak teorii informacji, ktéra powiazana jest z wieloma
dziedzinami wiedzy: informatyka, fizyka, biologia, lingwistyka... Ale moze

sie nam przydac, ilekroé jestedmy gdzies pomiedzy catkowita pewnoscia

a kompletna niewiedza. Rozciaga si¢ tu bowiem continuum mozliwosci, ktore
warto bra¢ pod uwage — nie wyolbrzymiajac, ale i nie pomniejszajac ich

znaczenia.
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