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Zadania

1. Sciana ABC' czworoécianu ABC'D ma te wlasnosé,
ze jej ortocentrum jest spodkiem wysokosci tego
czworoscianu, opuszczonej na te Sciane. Udowodnié,
ze wszystkie Sciany tego czworodcianu maja te

wlasnosc.

2. Dany jest czworo$cian ABCD, w ktérym
|xBCA| = |xBAD|, a sfera o érodku S, dopisana

Prostopadlos$é prostych w przestrzeni
Barttomiej BZDEGA

Zaczniemy skromnie — od kata miedzy prostymi na plaszczyznie. Jesli

proste f1 i {5 przecinaja sie, to dzielg plaszczyzne na cztery katy: dwa

o mierze ¢ € (0,7/2] i pozostale dwa o mierze m — ¢ € [7/2, 7). Na ogél przyjmuje
sie |x(¢1,42)| = ¢, chociaz druga mozliwoéé tez jest dopuszczalna. Kat miedzy
prostymi réwnoleglymi umownie ma miare 0. Proste ¢; i ¢5 sa prostopadte, gdy
p=mm—p=m/2.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

W przestrzeni, jezeli proste ¢; i {o leza na wspoélnej plaszczyznie (co ma miejsce
wtedy i tylko wtedy, gdy przecinaja sie lub sa réwnolegle), to kat miedzy nimi
definiujemy jak wyzej. W przeciwnym razie nazywamy je prostymi skosnymi.
Zauwazmy, ze na plaszczyznie przesunigcie rownolegle prostych ¢; i ¢ nie
zmienia kata miedzy nimi. To motywuje do wprowadzenia definicji miary kata
pomiedzy prostymi skosnymi — przesuwamy jedna z nich rownolegle, tak by
przecieta druga, i postepujemy jak wyzej.

Dalsze rozwazania rozpoczniemy od nastepujacego, bardzo mocnego,
twierdzenia. Jesli opisany w nim przypadek ma miejsce, to méwimy, ze prosta k
i plaszczyzna 11 sa prostopadte.

Twierdzenie 1. Jedli prosta k jest prostopadla do pewnych dwéch
nieréwnoleglych prostych ¢1, {5 lezacych na plaszczyznie 11, to prosta k jest
prostopadla do kazdej prostej lezacej na tej plaszczyznie.

Dowdéd. Wybierzmy na plaszczyznie II dowolng prostg ¢ i przesunmy ja
réwnolegle, tak by przechodzila przez punkt P przeciecia prostych £; i £5.
Niech L # P lezy na prostej £. Punkty L; i Lo na prostych, odpowiednio,

41 1 ¢y dobieramy tak, by punkt L byl srodkiem odcinka L;Ls (mozna

nawet skonstruowaé te punkty za pomoca cyrkla i liniatu, czego nietrudny
dowéd pozostawiam Czytelnikowi). Wybieramy punkty K i K’ lezace na
prostej k, tak by punkt P byl $rodkiem odcinka K K’. Punkty K i K’ sa
symetryczne wzgledem prostych ¢1 i f5, bo kL{1, 5. Z tego wynikaja réwnosci
‘KL1| = |K/L1| i |KL2| = |K’L2|, a zatem tI‘é_]k@ty LngK i LlLQK/ Sa
przystajace. Wobec tego |LK| = |LK’|, gdyz sa to $rodkowe odpowiednich bokéw
tych tréjkatow. Z tego wynika, ze tréjkaty LPK i LPK' s przystajace, wiec
|<xKPL|=|«xK'PL|=m/2. O

Kacik o takim tytule nie moze oby¢ sie bez bodaj najstynniejszego twierdzenia
o prostopadlosci w przestrzeni:

Twierdzenie 2 (o trzech prostopadlych). Prosta ¢ lezaca na plaszczyznie
IT jest prostopadia do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopadia do
rzutu k' prostej k na plaszczyzne II.

Dowdd. Jedli k || k', to nie ma czego dowodzié. W przeciwnym razie proste k i &k’
przecinaja si¢ w jednym punkcie P na plaszczyznie II. Wybierzmy punkt K # P
na prostej k i niech K’ bedzie jego rzutem na plaszczyzne I1. Przez II' oznaczmy
plaszczyzne PKK', a przez k" — prosta KK'. Z prostopadlosci k" LII wynika,
ze k" 10, gdyz £ C 1.

Jesli £k lub £LK', to prosta £ jest prostopadia do dwdch sposréd prostych:

k, k', k”. Wobec twierdzenia 1 jest ona rowniez prostopadla do trzeciej sposrod
tych prostych. a
do tego czworoécianu, jest styczna do Sciany ABC

w $rodku O okregu opisanego na tej Scianie.
Udowodnié, ze | DAS| = m/2.

3. Wysokoéci poprowadzone z wierzchotkéw A i B
czworoscianu ABC'D maja wspélny spodek S
na krawedzi CD. Punkty K i L sa rzutami punktu S
na Sciany ABC i ABD. Dowie$¢, ze okrag opisany
na K LS przecina odcinek AB.
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