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Okrag wpisany 2 oraz dopisany do boku
BC wa w tréjkacie ABC. Zauwazmy, ze
mamy jednoktadnos$é o srodku w A, ktéra
przeprowadza €2 na wa oraz prostag II
styczng do 2 i na réwnolegta do BC
prostag BC

Jednokladno$é przeksztalcajaca Q2 na wa

Wzory na objetosé czworoscianu:

V= %h -S4,

V =3r-(Sa+Sp+Sc+ Sp),

gdzie h to wysoko$é z A, a r to promient
sfery wpisanej. Drugi wzér otrzymuje sie
z pierwszego, dzielac czworos$cian na
cztery mniejsze czworo$ciany

o wysokosci r.

dopisanych do czworoscianu

tukasz LOPACKI*

Dopisanie sfer do czworoé$cianu okazuje sie trudniejsze niz dopisanie okregéw do
tréjkata. Zeby zobaczy¢ dlaczego, spbjrzmy najpierw na ten drugi przypadek.
Majac dany okrag wpisany w tréjkat, trzy okregi dopisane mozna skonstruowadé
przy uzyciu jednokladnosci. I sa to jedyne okregi styczne jednoczesnie do
wszystkich trzech prostych wyznaczajacych boki tréjkata — w pozostalych trzech
obszarach (tych przy wierzchotkach) takich okregéw znalezé sie¢ nie da.

W przypadku czworo$cianu mozliwoéci jest wigcej. Plaszczyzny Scian dzielg
przestrzen na pietnadcie czesci: wnetrze czworoscianu, cztery czesci przy
wierzchotkach, cztery przy Scianach i sze$¢ przy krawedziach. Sfery styczne do
wszystkich czterech z tych plaszczyzn mozemy sklasyfikowaé¢ na podstawie tego,
w ktérej z tych czedci sie znajduja:

— sfera wpisana (ktérej istnienie przyjmiemy za znany fakt),
— sfery dopisane przy $cianach (ktére skonstruujemy),
— sfery dopisane przy krawedziach (ktérych istnienie zbadamy).

Tak jak dla trojkata, tak i tutaj obszary przy wierzchotkach nie zawieraja sfer
dopisanych. Co jednak moze zaskakiwaé, sfery dopisane przy krawedziach moga
istnie¢ lub nie. W niniejszym artykule znajdziemy prosty warunek stwierdzajacy,
kiedy istnieja.

Sfery dopisane przy Scianach

Wezmy dowolny czworo$cian ABC D, oznaczmy jego objetosé przez V', a pole
$cian BCD, ACD, ABD i ABC odpowiednio jako Sa, Sp, S¢c i Sp. Sfere
wpisang w czworoscian, czyli sfere znajdujaca sie w jego wnetrzu, bedziemy
oznaczaé przez §).

Skonstruujemy sfere dopisang przy Scianie BC'D, dalej nazywana w4. W tym
celu oznaczmy plaszczyzne styczna do €2, rownolegly do plaszczyzny BC D

i rézng od niej jako II. Rozwazmy jednokladno$é o érodku A i skali dodatniej,
przeksztalcajaca Il na plaszczyzne BC'D. Obraz (2 w tej jednokladnoéci bedzie
sfera dopisang przy BCD.

Istnienie opisanej wyzej jednokladnosci uzasadnimy teraz w sposob, ktory okaze
sie przydatny w dalszej czesci artykutu. Taka jednokladnos$é istnieje wtedy

i tylko wtedy, kiedy II i plaszczyzna BC'D znajduja sie po tej samej stronie
plaszczyzny réwnoleglej do nich obu, zawierajacej punkt A. A poniewaz punkt A
i IT znajduja sie po tej samej stronie plaszczyzny BC D, wigc jest to rownowazne
warunkowi:

d(A, BCD) > d(II, BCD),
Lewa strona nieréwnoéci to wysokos¢ czworoscianu ABC'D wychodzaca z A,
a prawa to Srednica sfery (2. Ta obserwacja pozwala wyrazi¢ obie strony
nier6éwnosci poprzez objetosé czworoscianu i pola jego Scian (zob. margines):

gdzie d(X,Y) oznacza odleglo§é miedzy X i Y.

3V 6V
57,4 o Sa+Sp+Sc+Sp’
czyli po prostych przeksztatceniach
S+ Sc +Sp > Sa.
O prawdziwosci powyzszej nieréwnosci mozna si¢ przekonaé, poréwnujac pola
$cian z polami ich rzutéw na plaszczyzne BC'D. Sfera dopisana przy Scianie
zawsze wiec istnieje. Mozemy tez obliczy¢ skale k szukanej jednoktadnodci:
3V
_ Sa
3V 6V
Sa Sa+8p+Sc+8p

. d(A, BCD)
- d(AN)

:SA+SB+Sc+SD
Sg+Sc+Sp—84°

3V
Sp+Sc+Sp—Sa’

skad odczytujemy, ze dtugo$¢ promienia w4 wynosi
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Jednokladno$¢ przeksztalcajaca wa na wap

Sfery dopisane przy krawedziach

Przejdziemy teraz do konstrukcji sfery dopisanej

przy krawedzi. Bardziej konkretnie, bedziemy chcieli
skonstruowa¢ sfere — oznaczana odtad przez wap —
znajdujaca sie w tej czedci przestrzeni, ktéra lezy przy
krawedzi AB.

Oznaczmy plaszczyzne stycznag do wa rownolegla do
plaszczyzny ACD i rozng od niej jako ®. Podobnie

do poprzedniego przypadku, mozemy stwierdzié, ze
istnienie wap jest réwnowazne istnieniu jednoktadnosci
o srodku w B, przeksztalcajacej ® na plaszczyzne
ACD, tym razem jednak o skali ujemnej. Istotnie, jesli
szukana sfera wp istnieje, to wap i wa znajduja sie

w katach tréjsciennych wierzchotkowych przy B, wiec
jednoktadno$é o pewnej ujemnej skali przeprowadza
jedna na druga.

Taka jednokladnosé istnieje wtedy i tylko wtedy, kiedy @ i ptaszczyzna AC'D
znajduja sie po przeciwnych stronach plaszczyzny rownoleglej do nich obu,
zawierajacej punkt B. A poniewaz punkt B i ® znajduja si¢ po tej samej stronie
plaszczyzny AC D, wigc istnienie szukanej jednokladnosci jest réwnowazne
warunkowi:
d(B,ACD) < d(®, ACD).

Tym razem lewa strona to wysokos¢ ABCD wychodzaca z B, a prawa to
$rednica w4, wiec — tak jak poprzednio — obie strony nieréwnosci mozemy
wyrazié poprzez objetosé czworoécianu i pola jego Scian. Opierajac sie na
wyznaczonym wczesniej promieniu w4, otrzymujemy wiec rownowazna forme
nieréwnoéci:

3V < 6V

Sp Sp+Sc+Sp—Sa’
Jest to warunek konieczny i wystarczajacy dla istnienia w4p. Analogicznie do
konstrukcji w4, wyliczamy skale k otrzymanej jednoktadnosci oraz promien r4p
sfery wap:

czyli So+Sp <Ss+SpB.

_SB+Sc+SD—SA . . 3V
T Sc+Sp—8Sa-Sg" T Si+Sgp-Sc-Sp

Co sie dzieje, gdy sfery dopisanej nie ma?

k

Przekonalismy sie, ze w przypadku Sc + Sp > Sa + Sp sfera dopisana

przy krawedzi AB nie istnieje. Jednak wykorzystywana w jej konstrukcji
Sg+ Sc+Sp—5a
Sc+Sp—Sa—SB

dobrze okreslona. Czym wigc jest obraz J§(wy4) sfery wy?

jednoktadno$¢ Jg o srodku w B i skali a = nadal jest

Mozemy w tym przypadku zauwazy¢, ze jednokladno$é ta ma skale dodatnia
oraz ze ¥ i plaszczyzna ACD leza po tej samej stronie plaszczyzny rownoleglej
do nich obu, zawierajacej punkt B. Ponadto skala « jest tak dobrana, ze
J%(®) = ACD; oznacza to, ze sfera J§(wa) jest styczna do wszystkich czterech
plaszczyzn zawierajacych $ciany czworoscianu. Znajduje sie¢ ponadto w czedci
przestrzeni przy krawedzi C'D, wigc jest to nic innego, jak sfera wcp dopisana
przy krawedzi C'D.

Na zakonczenie mozemy wigc sformutowaé ogdlny wniosek:

T (wa) = wap jesli Sq4+Sg > Sc+ Sp,
BT Y wop jedli Sa 4+ Sp < Se + Sp.

W pominietym wyzej przypadku Sa + Sp = Sc + Sp skala jednoktadnosci « nie
jest dobrze okreslona; jak juz zauwazyliSmy, zadna ze sfer wap, wep wéwczas
nie istnieje. Analogicznie mozemy skonstruowaé pozostale sfery dopisane

i przekonag sie, ze sfery dopisane przy przeciwleglych krawedziach wzajemnie
sie¢ wykluczaja.
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