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Sanskryt to jezyk literacki starozytnych,
sredniowiecznych i wczesnonowozytnych
Indii. Jezyk literacki to odmiana jezyka
o szczegdlnym prestizu spotecznym,
majgca wickszy zasieg niz lokalne
dialekty.

Koto pamieci czwérek powinno sktadaé
sig z 2% = 16 bitéw, bo tyle jest réznych
ciggbéw czterobitowych (na kazdej

z 4 pozycji mozemy wybraé dowolng

z 2 wartosci: 0 lub 1). Uogdlniajac, kolo
pamieci kombinacji n-elementowych
bedzie skladalo sie z 2™ bitéw
ustawionych na okregu.
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Kota pamieci
Aleksandra HORUBALA*

Yamdtdardjabanasalagdm)!

To nie magiczne zaklecie, nie onomatopeja ani btad drukarski... ale starozytne
stowo w jezyku sanskryt, stworzone, aby ulatwié¢ bebniarzom zapamietanie
rytmoéw. Stowo to jest wyjatkowe, poniewaz zawiera wszystkie potréjne
kombinacje krétkich i dtugich sylab. W sanskrycie sylaba jest krétka, jezeli
pojawia si¢ w niej litera a, a dtuga, kiedy wystepuje w niej litera akcentowana d.
Analizujac kolejne tréjki sylab stowa, dostajemy rézne rytmy:

ya md td — krotka dluga dluga
md td rd — diuga dtuga diuga
td rd ja — diuga dluga krotka

Yamdtdrdjabinasalagdm — i problem z glowy — umiemy zagraé kazdy rytm!

Jesli jestes matematykiem, a nie starozytnym bebniarzem, myslisz pewnie, ze
byloby elegancko krétkim sylabom przyporzadkowac cyfre 0, a dtugim cyfre 1.
Stowo yamdtdrajabinasalagim zamieni sie wtedy w ciag binarny: 0111010001
(cyfry 0 i 1 bedziemy dalej nazywaé bitami). Zauwazmy, ze w tym ciagu kazda
trojka bitéw pojawia sie dokladnie raz:

011 111 110 101 010 100 000 001.

Ale na tym nie koniec! Ostatnie dwie cyfry ostatniej tréjki sg takie same,
jak pierwsze dwie cyfry pierwszej trojki. Wykorzystujac ten fakt, mozemy
zaprezentowa¢ stowo nie jako ciag znakéw, ale jako okrag.

Rys. 1. Kolo pamieci. Rysunek na podstawie artykutu S. Steina [1]

Tak skonstruowany okrag nazywany jest kolem pamieci (memory wheel) trdjek.
Mozna wytworzy¢ analogiczne kota pamieci, ktore zawieraja dtuzsze kombinacje
bitow. Sprobujcie sami skonstruowaé koto pamieci czworek.

Telegramy

Kota pamieci byly uzywane do konstrukeji teleprinteréw, czyli maszyn
wykorzystywanych do przesylania telegraméw. Pierwszy zrobil to Emile Baudot
w 1874 roku. System Baudota skladal sie z nadajnika i odbiornika. Aby wystaé
tekst telegramu, trzeba bylo go najpierw przedstawic¢ jako ciag bitéw. Poniewaz
w alfabecie jest 26 liter, do zakodowania ich trzeba uzy¢ co najmniej 5 bitéw
(25 = 32 rézne kombinacje pozwalaja zakodowaé wszystkie litery). Kod Baudota,
w ktérym bitowi 0 odpowiada znak —, a bitowi 1 znak +, zaprezentowano na
rysunku 2.

Operator nadajnika musiat wciskaé¢ przyciski maszyny, pamietajac, ktéry kod
odpowiada ktorej literze (dwa klawisze lewa reka, trzy prawa reka, jak widaé na
rysunku 3).

Nie bytlo to tatwe zadanie i powodowalto wiele technicznych probleméw
(operatorzy musieli pracowaé¢ w tempie nadanym przez maszyne!). Na szczeScie
Baudotowi udato sie skonstruowaé odbiornik automatycznie drukujacy tekst
telegramow, a wykorzystal do tego kota pamieci.

Teleprinter Baudota wykorzystywal uktad zsynchronizowanych obracajacych
si¢ kol. Kola pamieci zamodelowane zostaly jako metalowe dyski z literami
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Rys. 5. Graf odpowiadajacy kolu pamiegci
tréjek. Rysunek na podstawie artykulu
S. Steina [1]

TRejestr nazywamy przesuwnym, gdy bity
sg przesuwane miedzy jego komérkami.
Moéwimy, ze rejestr ma sprzezenie
zwrotne, jezeli w kazdym takcie zegara
pewna funkcja bitéw z komérek rejestru
trafia z powrotem do poczatkowej
komérki. Okredlenie lintowy odnosi sie do
liniowosci wybranej funkcji — operacji
sumowania.

wytloczonymi na obwodzie (rys. 4). Po otrzymaniu kodu litery obracajacy sie
dysk byl automatycznie zatrzymywany w pozycji, ktéra wskazywaly bity kodu
(wysuwane i chowane metalowe stupki), a litera zapisana na obwodzie byla
przyciskana do papieru. Teleprinter Baudota byl przetlomowym wynalazkiem —
dopiero ponad 40 lat pdzniej, w 1916 roku, Edward Kleinschmidt skonstruowatl
maszyne drukujaca telegramy na kartkach papieru (jak wspélczesnie znane
maszyny do pisania).

Powrdéémy jednak do két pamieci. Zastanéwmy sig, co jezeli cheielibysmy
zakodowaé nie tylko litery, ale tez cyfry? I jeszcze znaki interpunkcyjne?
Bedziemy potrzebowali coraz wigkszych két pamieci. Czy istnieje koto pamieci
dowolnego rozmiaru?

Problem Teleprintera

Problem konstrukeji kot pamieci zostal nazwany Problemem Teleprintera,
a sformulowano go w nastepujacy sposob:

Skonstruuj najdiuiszy cigg okresowy, skiadajocy sie z elementéw 0 1 1, taki Ze
Zaden podcigg T-elementowy nie pojawi sie w nim wiecej niz raz.

Problem zostal rozwiazany w 1940 roku przez Irvinga Gooda — brytyjskiego
matematyka, ktéry pracowal jako kryptolog w Bletchley Park z Alanem
Turingiem. W swoim dowodzie Good uzyt teorii graféw. Rzeczywiscie mozemy
skonstruowac graf, w ktorym kombinacje bitéw odpowiadaja wierzchotkom,

a krawedz z kombinacji A do B oznacza, ze B mozna uzyska¢ z A, kasujac
pierwszy znak i dodajac jaki$§ nowy na koniec. Dla tréjek bitow bedzie to graf
przedstawiony na rysunku 5.

Znalezienie szukanego ciagu odpowiada przejsciu przez graf w taki sposéb,

aby odwiedzi¢ wszystkie wierzcholki, ale zadnego dwa razy. Aby skonstruowaé
koto pamieci, nalezy zakonczy¢ spacer po grafie w punkcie, od ktérego zostatl
rozpoczety — takie przejécie przez graf nazywane jest cyklem Hamiltona. Good
pokazal, ze w grafach reprezentujacych n—bitowe kombinacje zawsze istnieje cykl
Hamiltona.

Generacja kol pamieci

Wiemy zatem, ze da si¢ skonstruowaé koto pamieci dowolnego rozmiaru.
Jednak rysowanie grafow jest odrobine uciagzliwe, woleliby$my prostsza metode.
Z ratunkiem nadciggnal amerykariski matematyk Solomon Golomb (znany
skadinad jako pomysltodawca figur polyomino, ktore wykorzystali tworcy gry
Tetris). Pokazal on, ze kola pamieci mozna generowaé, uzywajac liniowych
rejestréw przesuwnych ze sprzezeniem zwrotnym.! Przyklad takiego rejestru
zaprezentowano na rysunku:

0 10

Zasada dziatania takiego rejestru jest nastepujaca. W kazda komoérke rejestru
nalezy wstawié¢ jeden bit. Nastepnie nalezy wyobrazi¢ sobie tykajacy zegar. Przy
kazdym tyknieciu nastepuje przesuniecie bitéw w rejestrze zgodnie z kierunkiem
strzalek. Jezeli dwa bity napotkaja na drodze symbol +, nalezy je dodaé
modulo 2 (tak by w wyniku otrzymaé bit 0 lub 1). Kiedy ostatni bit wypadnie
na zewnatrz, a bit otrzymany z sumowania trafi do pierwszej komérki rejestru,
czekamy na kolejne tykniecie zegara i cykl zaczyna sie od nowa. Bity, ktore
wypadaja z rejestru, tworza tak zwany cigg generowany przez rejestr.

Ciagi generowane przez rejestry tego typu sa zawsze cykliczne, poniewaz liczba
réznych sekwencji bitow, ktore moga pojawié sie w rejestrze, jest skonczona.
W koncu w komorkach rejestru musi pojawié si¢ ciag, ktory byt tam juz
wczesniej — od tej pory wszystko bedzie si¢ dziaé¢ cyklicznie.
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m Zadania

Na przykladzie dodaliSmy bity z pierwszej i trzeciej komérki rejestru, ale

te zasade dzialania mozemy wybraé¢ dowolnie, i rézne wybory prowadza do
konstrukeji rejestréw o réznych wlasnoséciach. Golomb pokazal, jak wybraé
komorki rejestru do sumowania tak, zeby ciag wygenerowany przez rejestr
odpowiadal kotu pamieci. W jezyku rejestrow mowimy o takim ciagu, ze ma
maksymalny okres. Poniewaz pojawily si¢ w nim wszystkie mozliwe stany,

to ten sam stan pojawil si¢ drugi raz najpézniej, jak to tylko mozliwe — stad
cykl, ktéry sie bedzie powtarzal, ma najdtuzszy mozliwy okres. Golomb
identyfikowal wybdér komérek rejestru ze wspotezynnikami wielomianu. Na
przyktad rejestr z rysunku 5 przy sumowaniu wykorzystuje komoérki 1 i 3, co
odpowiada wielomianowi 1 + z' + 23. Mozna pokazaé, ze wygenerowany ciag
jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian odpowiadajacy komérkom
rejestru jest pierwotny [2]. Oznacza to miedzy innymi, ze nie da sie go rozlozy¢
na iloczyn wielomianéw nizszego stopnia. Zainteresowanego Czytelnika odsytamy
do ksigzki Golomba zatytulowanej Shift Register Sequences.

Ciagi o maksymalnym okresie generowane przez dostatecznie dlugie rejestry

sa trudne do odrdznienia od ciagdéw losowych (zakladajac, ze widzimy ich
skoriczony fragment, niezawierajacy cyklu). Dzieki tej wlasnosci rejestry
przesuwne ze sprzezeniem zwrotnym maja szerokie zastosowania w kryptografii,
m.in. sg wykorzystywane do generowania ciagéw pseudolosowych i konstrukeji
szyfréw strumieniowych. Na koniec zauwazmy, ze aby wygenerowaé cigg
odpowiadajacy zawotaniu indyjskich bebniarzy, mozna uzyé pokazanego
wczedniej rejestru. Moze umiesz znalezé rejestr, ktéry pozwoli wygenerowaé koto
pamieci czwoérek?

Przygotowal Dominik BUREK

M 1726. Jaka najmniejsza liczbe wiez szachowych mozna ustawié¢ na
szachownicy 8 x 8 tak, aby kazde biale pole bylo zagrozone? (Wieza atakuje
pole, na ktérym stoi, oraz kazde pole w tym samym wierszu i kolumnie).
Rozwiazanie na str. 6

M 1727. W czworokacie wypuklym ABCD zachodzi AC = BD = AD.

Punkty K i N sg $érodkami bokéw odpowiednio AB i CD. Przekatne AC' i BD
przecinaja si¢ w punkcie P. Okrag wpisany w trojkat APD jest styczny do
bokéw PA i PD w punktach odpowiednio L i M (rys. 1). Udowodnié, ze punkty
K, L, M i N leza na jednej prostej.

Rozwiazanie na str. 13

M 1728. Dane sg liczby rzeczywiste a, b i ¢ takie, ze
(a=b2+(b—-c)?+(c—a)?*>2.
Udowodni¢, ze
la =0+ 1b—c|l+|c—al =2
Rozwiazanie na str. 14

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1059. Predkoéci gwiazd uktadu podwdjnego wynosza vy i va, a okres, z jakim
obiegaja srodek masy ukltadu, wynosi T. Gwiazdy poruszaja sie po orbitach
kotowych. Wyznacz masy gwiazd i odleglo$¢ miedzy nimi.

Rozwiazanie na str. 5

F 1060. W temperaturze T ci$nienie pary nasyconej nad plaska powierzchnia
jednorodnej cieczy wynosi pg. Ile wynosi ci$nienie pary nasyconej

w temperaturze T' nad powierzchnia tej samej cieczy o ksztalcie wycinka sfery
o promieniu r (np. nad kropla tej cieczy)? Masa molowa cieczy wynosi p,
napiecie powierzchniowe 7, stala gazowa R, przyspieszenie ziemskie g.
Wiskazowka: powierzchnia cieczy w waskiej kapilarze o przekroju kotowym ma
ksztalt wycinka sfery i jesli promien tej sfery wynosi r, to dodatkowe cisnienie
pod meniskiem wypuklym wynosi 27/r.

Rozwigzanie na str. 7
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