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Aksjomaty topologii:
(T1) Zbiory 0 i X sg otwarte.

(T2) Suma dowolnej rodziny zbioréw
otwartych jest otwarta.

(T3) Przeciecie dwéch zbioréw otwartych
jest otwarte.
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Poznajmy topologie przez dotyk
Michat MISKIEWICZ*

Trudno jest dotkngc topologii. Latwo jest ja za to zdefiniowaé: standardowo
topologie na zbiorze X opisuje si¢ jako rodzing podzbioréw X (zwanych
otwartymi) spelniajaca aksjomaty podane na marginesie. Definicja funkcji ciagtej
f: X — Y réwniez nie sprawia problemu: jest to funkcja, dla ktérej przeciwobraz
dowolnego zbioru otwartego U C Y jest zbiorem otwartym f~1(U) C X.

Spora trudno$é moze jednak sprawié¢ zrozumienie, w jaki sposéb powyzsza
definicja odpowiada intuicji ,rysowania wykresu funkcji bez odrywania otéwka”.
Zwiazek pojecia zbioru otwartego ze struktura, ktérg staramy si¢ w ten sposéb
opisaé, nie jest oczywisty. Bez watpienia odpowiedni trening matematyczny
pozwala wyrobi¢ odpowiednie intuicje oraz docenié¢ piekno i glebie topologii;
postaram sie jednak przekonaé Czytelnika, ze podstawy topologii mozna zblizy¢
do intuicji. Postuzy do tego idea pochodzaca od Kazimierza Kuratowskiego,
odpowiednio przeformulowana w celach dydaktycznych przez pézniejszych
autoréw; po dalsze szczegdly warto siegnaé¢ do pozycji podanych na marginesie.

Relacja dotykania

Zacznijmy od opisu topologii liczb rzeczywistych. Powiemy, ze liczba x dotyka
zbioru A C R, jesli dla dowolnego naturalnego n istnieje liczba y € A speliajaca
|z —y| < L. W ten sposéb odcinka otwartego (0, 1) dotykaja na przyklad liczby
% oraz 1, ale juz nie % Czytelnik moze sprawdzié¢, ze wprowadzona tu relacja
spelia warunki podane nizej. Okaze si¢ pézniej, ze do méwienia o cigglosci nie

trzeba nic wiecej.

Definicja. Przestrzenig topologiczng nazwiemy zbiér X wraz z relacja dotykania
spelniajaca nastepujace aksjomaty:

(D1) Zaden punkt nie dotyka zbioru pustego (.

(D2) Jedli z € A, to x dotyka A.

(D3) Punkt z dotyka AU B wtedy i tylko wtedy,
gdy dotyka ktéregos ze zbioréw A lub B.

(D4) Jesli punkt « dotyka A, a kazdy punkt A dotyka B, to x dotyka tez B.

Intuicyjnie mozna mysleé, ze punkt x dotyka zbioru A, jesli zbiér ten posiada
punkty dowolnie blisko x — co zreszta odpowiada relacji wprowadzonej na R.
Powinno to wystarczyé, by nieco uwiarygodnié¢ powyzsze warunki.

Jesli dane sa dwie przestrzenie topologiczne X, Y (czyli dwa zbiory, kazdy ze
swoja relacja dotykania), to mozemy juz méwié o ciaglosci funkeji f: X — Y.
Intuicyjnie rzecz biorac, funkcja ciggla to taka, ktéra nie rozrywa obiektow
stykajacych sie, co zreszta tatwo uchwyci¢ w definicji:

Ciaglosé. Funkcja ciggla f: X — Y to funkcja spelniajaca nastepujacy warunek:
jesli punkt x € X dotyka zbioru A C X, to obraz punktu f(z) dotyka obrazu
zbioru f(A).

Subiektywny przeglad pojeé topologicznych

Wszystkie pojecia podane nizej posiadaja prosta charakteryzacje (choé¢
niekoniecznie konstrukcje) oparta na definicji ciagtosci. Nic jednak nie szkodzi,
by poda¢ ich definicje w terminach relacji dotykania.

Spdéjnosé. Przestrzen topologiczng X nazwiemy niespdjna, jesli mozna ja
przedstawi¢ jako sume dwoéch niepustych zbioréw X = AU B w taki sposéb,

ze zaden punkt A nie dotyka B i vice versa. W przeciwnym przypadku moéwimy,
ze X jest spéjna.

Podprzestrzen. Jesli X’ jest podzbiorem przestrzeni topologicznej X, to
relacje dotykania na X mozna ograniczy¢ do punktéw X’ i podzbioréow X',
w ten sposéb nadajac X' charakter (pod)przestrzeni topologicznej.
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Iloraz. Zalézmy, ze na przestrzeni topologicznej X
dana jest relacja réwnowaznosci ~, ktérg bedziemy
interpretowac jako przepis na sklejanie: punkty

z,y € X sklejamy, jesli z ~ y. Definiujemy wtedy

zbiér X /~, ktérego elementami sa klasy abstrakeji [z]
punktéw X (zob. kolorowy tekst ponizej), wraz z funkcja
q: X = X/~ zadang wzorem ¢(z) = [z]. Przyjmijmy,

ze jesli z dotyka A, to g(x) dotyka ¢(A); przyjmijmy
tez, ze nie zachodzg dotkniecia inne niz wynikajace z tej
zasady. Wowezas X/~ jest przestrzenia topologiczna
(tzw. przestrzenig ilorazowg), a g jest funkcja ciagla
(tzw. przeksztatceniem ilorazowym).

Klasa abstrakcji [z] to zbiér tych wszystkich y € X, dla ktérych = ~ y.
Whprost z definicji wynika, ze klasy abstrakcji dwéch elementéw sa albo
tozsame, albo rozlgczne. Dla przyktadu, jesli w zbiorze {0,1,2,3,4,5}

rozpatrzymy relacje m ~ n <= 3| m — n, to sa trzy klasy abstrakcji:

0,3}, {1,4}, {2,5}.

Podany tu opis dotykania w X/~ oddaje pewna

intuicje — po sklejeniu punkt x dotyka tego, co wczesniej,
oraz tego, czego dotykaly punkty z nim sklejone — ale
moze sie¢ wydawaé¢ malo bezposredni. Mozna jednak ten
sam opis sformutowaé wprost: Z dotyka A, jesli ktorys
punkt zbioru ¢~'(#) dotyka ¢! (A).

Przyklady

Czytelnik Delty spotkal sie zapewne z topologia

w kontekscie wycinania i sklejania, jak w artykule
Powierzchnie: zajecia praktyczno-techniczne z|AjS.

Jedli tak, to moze odetchnaé z ulga, ze do Scislego opisu
takich rozumowan wystarczg podane przed chwilg proste
konstrukcje. Tutaj przedstawie kilka najprostszych
przyktadéw konstrukcji przestrzeni topologicznych,

by bylo wiadomo, jak to dziala.

Topologia dyskretna. Na dowolnym zbiorze D
mozemy okresli¢ relacje dotykania przez przyjecie, ze
kazdy punkt dotyka tylko i wylacznie tych zbioréw, do
ktérych nalezy. Powstala przestrzen topologiczna zwykto
sie nazywaé przestrzenig dyskretng. Latwo sprawdzié,

ze kazda funkcja f: D — X (w dowolng przestrzen
topologiczna X)) jest wéwczas ciagla. Natomiast jesli

X jest spéjna, to funkcja f: X — D jest ciagla wtedy

i tylko wtedy, gdy jest stala.

Podana tu charakteryzacje funkcji ciagtych w przestrzen dyskretna
mozna przyjaé za alternatywna definicje spéjnosci (zob. zadanie 1).

Plaszczyzna. Podobnie jak dla prostej rzeczywistej
definiujemy, ze punkt (p1,p2) dotyka zbioru A C R?, jesli
dla dowolnego naturalnego n istnieje punkt (¢1,¢2) € A
spetiajacy \/(p1 — q1)? + (p2 — ¢2)? < 5. Warto

sie przekonaé, ze uzycie innego sensownego wzoru

na odleglosé nic nie zmieni, otrzymana przestrzen
topologiczna bedzie taka sama (zadanie 2).

Definicje podobna do tej dla R i R? mozemy przyjac¢ zawsze, gdy na
badanym zbiorze dysponujemy pojeciem odlegto$ci. Mowimy wtedy
o przestrzeni metrycznej lub metryzowalnej — zaleznie od tego, jak
bardzo chcemy zaznaczyé wyjsciowe pojecie odleglosci.

Okrag. Okrag jednostkowy, czyli podzbiér plaszczyzny
S = {(z,y) : 22 + y* = 1}, dziedziczy relacje dotykania
okreslong wyzej na R2.

Okrag inaczej. Niech K bedzie odcinkiem [0, 1]

ze sklejonymi koricami. Sciglej, na odcinku [0, 1] —
rozumianym jako podprzestrzern R — wprowadzmy relacje
réwnowaznosei, w ktérej 0 ~ 1 (i oczywiscie x ~ z dla
kazdego x € [0, 1]). Nastepnie oznaczmy przestrzen
ilorazowg K :=[0,1]/~. Cho¢ niekoniecznie to widad,

K jest okregiem.

Zdanie to nie brzmi $cisle, ale mozemy je uzasadnic!

W tym celu okreslmy funkcje f: [0,1] — S wzorem

f(z) = (cos(2mz),sin(27z)). Oczywiscie f(0) = (1,0) =
= f(1), co pozwala okresli¢ funkcje f: K — S spelniajaca
f([x]) = (cos(2mz),sin(27z)). Co wiecej, latwo sprawdzic,
ze f jest bijekcja oraz funkcja ciagla (zob. zadanie 4).

W tym konkretnym przypadku mozemy sie nawet
przekonaé, ze zachodzi réwnowaznosé: z dotyka A
wtedy i tylko wtedy, gdy f(&) dotyka f(A). Bijekcje

o takiej wlasnosci nazywamy homeomorfizmem. Istnienie
homeomorfizmu f: K — S oznacza, ze K i S sg
nierozréznialne jako przestrzenie topologiczne. Wyjasnia
to, dlaczego K zasluguje na miano okregu, chociaz na
okrag nie wyglada.

Dotyk a topologia

Przedstawione tu omoéwienie to duzo, albo nawet

za duzo, jak na pierwsze zetkniecie z topologia. Na
pewno jednak niektérzy Czytelnicy dobrze znaja te
dziedzine i zadaja sobie pytanie, jak relacja dotykania
ma sie do standardowej formalizacji topologii. Spiesze
z wyjasnieniem.

Ot6z zbiér X z relacja dotykania pozwala zdefiniowaé
operacje domkniecia:
A:={r € X :x dotyka A} dla AC X.

Wiasnosci operacji A — A latwo odczytaé z aksjomatéw
dotykania:

(C1) =0
(C2)ACA

(C3) AUB=AUB
(C4) ACB = ACB

I to wlasnie jest aksjomatyka topologii zaproponowana
przez Kazimierza Kuratowskiego. Z pewng drobng
zmiang: aksjomatyka Kuratowskiego zastepuje warunek
(C4) warunkiem (C4’) A = A. Jednak nietrudno si¢
przekonaé, ze zestawy (C1,2,3,4) 1 (C1,2,3,4') sa
réwnowazne.

A jak stad przejs¢ do rodziny zbioréw otwartych?
Definiujemy mianowicie zbiory domkniete jako te
zbiory A, dla ktérych A = A, a zbiory otwarte jako
dopelnienia zbioréw domknietych. Mozna sprawdzi¢,
ze tak okreslona rodzina zbioréw otwartych spetnia
aksjomaty (T 1,2,3) z poczatku artykutu, jak réwniez —
ze caly ten proces ,tlumaczenia” da si¢ odwrécié.

Czy warto tlumaczy¢ cala topologie na jezyk dotykania?
Na pewno nie. A czy warto podeprzeé¢ si¢ alternatywna
formalizacja, by uzyskaé jasniejszy obraz tej wspanialej
dziedziny? Odpowiedz nalezy do Czytelnika.


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/2013/06/03/Powierzchnie_zajecia_praktyczno/

Zadanie 1. Wezmy zbiér C' = {0, 1} z topologia dyskretna. Sprawdzi¢, ze
przestrzenn X jest niespdjna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje niestala funkcja

ciggla f: X — C.

Zadanie 2. Przekona¢ sie, ze w definicji dotykania na R? uzycie dowolnego
ze wzoréw na odleglosé:

da(p,q) = \/(pl—(h)2+(p2—¢h)2, di(p,q) == |p1—q1|+Ip2—a2|,

homeomorfizmem.
Rzut stereograficzny z zadania 3

deo (p, q) := max(|p1 —q1|, |p2 —¢2|), prowadzi do tej samej relacji dotykania (choé
mozliwe, ze dla tych samych p i n trzeba inaczej dobra¢ punkt q).

Zadanie 3. Niech M = R U {oo} bedzie zbiorem R wzbogaconym o dodatkowy
element oznaczony wymownym symbolem co. Przyjmijmy, ze co dotyka
wszystkich nieograniczonych podzbioréw A C R oraz (wylacznie) wszystkich
zbioréw zawierajacych oo. Ponadto kazdy z punktéw x € R dotyka tych zbioréw,
ktére posiadaja punkty dowolnie blisko x (podobnie jak dla R). Uzasadnié,

ze rzut stereograficzny s: S — M (posylajacy punkt (0,1) na punkt co) jest

Zadanie 4. Niech f: X — Y bedzie funkcja ciagla speliajaca warunek
x~y= f(z) = f(y). Wykaza¢ istnienie (doktadnie jednej) funkcji ciaglej

f: X/~ =Y takiej, ze f(z) = f([z]) dla wszystkich z € X.

Zadanie 5. Wykazagé,

Szkice rozwiazan zadan zamieszczamy
na str. 15.

ze pojedynczy aksjomat

(CO) AUAUB=AUB~0

jest réwnowazny zestawowi aksjomatéw (C1,2,3,4") (jak réwniez (C1,2,3,4)).

O ksigzce Matematyka z roznych stron widziana

Pawet STRZELECKI*

Dawno nie miatem w reku ksigzki, ktérej tytut tak
dobrze oddawalby jej zawarto$é i charakter. W niezbyt
diugim tekscie trudno oddaé jej pelnag sprawiedliwosé
(nalezy ja po prostu przeczytaé i przezy¢, najlepiej
stopniowo, nie od razu).

Matematyka z roznych stron widziana jest zbiorem
kilkudziesieciu artykuléw i esejéw, stanowigcych

w wiekszosci zapisy wybranych odczytéow wyglaszanych
przez ponad 30 lat na Szkotach Matematyki Pogladowe;j.
Szkoty organizowane sa przez Osrodek Kultury
Matematycznej zalozony przez grupe oddanych
matematyce entuzjastéw skupiong wokot prof. Marka
Kordosa. Ksiazka jest wiec, po pierwsze, dokumentem
niezwyklej wieloletniej dzialalnosci zwiazanej z najlepiej
pojetym upowszechnianiem nauki. Otéz nauka nie moze
istnieé¢ bez rozmowy — i to zaréwno rozmowy uczonych
tej samej specjalnosci miedzy soba, jak i z kolezankami
i kolegami z odleglejszych rejonéw swiata nauki, a takze
z tymi, ktérzy do nich za chwile dolacza, z tymi,

ktorzy po prostu zostang szeregowymi uzytkownikami
matematyki (lub innej dyscypliny), a wreszcie cala
rzeszg rozsadnych ludzi, ktérzy z licznych wzgledow
chcieliby wiedzieé, co w naukowej trawie piszczy.

Nie jest wcale rzecza jasna, jak takie dialogi maja
wygladaé i jak je prowadzi¢. Jak pisze sam Marek
Kordos w tekscie, ktéry zamyka ksigzke — prowadzac
Czytelnika od Lewisa Carrolla i jego Alicji po hipoteze
geometryzacyjng Thurstona i medal Fieldsa Griszy
Perelmana — i jest zapisem jego odczytu w Nowym Saczu
z okazji pierwszego wreczenia dyploméw absolwentom
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tamtejszego Kolegium Nauczycielskiego: trudnoscia,
z ktorg musiatl sie jako prelegent zmierzy¢,

... byt fakt, ze nalezato mowié o matematyce,

a w uroczystosci mieli wzigé udziat (i wzieli)
ludzie o bardzo rézinym stopniu oswojenia z tg
dyscypling. Byli wybitni matematycy polscy

(w tej liczbie dwezesny Rektor Uniwersytetu
Jagiellotiskiego), ale tez sgdeccy parlamentarzysci
1 najznakomitst przedstawiciele nowosgdeckiego
Ratusza (z Prezydentem Miasta na czele), sgdecka
Hierarchia Koscielna, wyktadowcy Kolegium

(a wiee takie muzycy, sportowcy, psychologowie,
anglisci itd. ), nauczyciele szkolni, studenci i liczna
gawiedZ (bo rzecz odbywata si¢ w bardzo pojemne;j
ratuszowej auli, tej z przepieknym piecem kaflowym,).
Jak powiedzieé cos, czego bez znudzenia mogliby
wystuchaé oni wszyscy?

Ksiazka w istocie jest Swiadectwem wielowatkowej,
wielowymiarowej, zespotowo udzielonej i, co wazne,
spéjnej odpowiedzi na ostatnie pytanie. Jak pisze jeden
z autoréw, Zbigniew Marciniak:

Matematyka jest dla mnie czeScig przyrody. Podobnie
jak ludzie zagmugjgcy sie innymi dyscyplinami nauki,
matematyk stara sie odkryé prawa opisujgce ten
fragment rzeczywistosci. Matematyka posiada przy
tym szczegolny urok: odkrywcy dana jest od razu
,cata” prawda. Twierdzenie, poprawnie udowodnione
dwa tysigcee lat temu, pozostaje do dzis tak samo
prawdziwe.
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